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ВВЕДЕНИЕ 

Дисциплина «Основы математического и компьютерного моделирования естественно-физических процессов» является обязательным компонентом для студентов, обучающихся по специальности 050705 – Математическое и компьютерное моделирование, и является дисциплиной, дающей универсальные знания по математическому моделированию в целом.

Основной целью курса является решение задачи по исследованию физико-технологических процессов математическими методами.

Математическое моделирование – одна из наиболее бурно развивающихся отраслей современной прикладной и вычислительной математики. Математическая модель — это приближенное описание какого-либо класса явлений или объектов реального мира на языке математики. Основная цель моделирования — исследовать эти объекты и предсказать результаты будущих наблюдений. Однако моделирование — это еще и метод познания окружающего мира, дающий возможность управлять им.
Математическое моделирование и связанный с ним компьютерный эксперимент незаменимы в тех случаях, когда натурный эксперимент невозможен или затруднен по тем или иным причинам. В принципе возможно, но вряд ли разумно, поставить эксперимент по распространению какой-либо болезни, например осуществить ядерный взрыв, чтобы изучить его последствия. Однако все это вполне реализуемо на компьютере, построив предварительно математические модели изучаемых явлений.

Основными задачами преподавания дисциплины являются:

· Описание физико-технологических процессов математическими уравнениями;

· Построение математической модели процесса;

· Подбор численных методов;

· Построение разностного уравнения физико-технологического процесса

· Построение численного алгоритма решения разностного уравнения;

· Создание программного кода на одном из компьютерных языков (Фортран, С++);

· Анализ результатов численного моделирования физико-технологического процесса;

К дисциплинам, предшествующим изучению дисциплины «Основы математического и компьютерного моделирования естественно-физических процессов» относятся математический анализ, дифференциальные уравнения, уравнения математической физики, численные методы, физика. При выполнении лабораторных работ обучаемые должны владеть методами программирования на алгоритмическом языке С/С++, Fortran.
По окончании изучения данной дисциплины студенты должны иметь четкое представление о математическом и компьютерном моделировании естественно-физических процессов:

· Составления математических моделей сложных физических процессов.

· Приемы и методы решения сложных задач математической физики.

· Использовать разные численные методы для физических процессов.

Методология математического моделирования в кратком виде выражена знаменитой триадой "модель - алгоритм - программа", сформулированной академиком А. А. Самарским, основоположником отечественного математического моделирования. Эта методология получила свое развитие в виде технологии "вычислительного эксперимента", разработанной школой А. А. Самарского, - одной из информационных технологий, предназначенной для изучения явлений окружающего мира, когда натурный эксперимент оказывается слишком дорогим и сложным.

Во многих важных областях исследований натурный эксперимент невозможен, потому что он либо запрещен (например, при изучении здоровья человека), либо слишком опасен (например, при изучении экологических явлений), либо просто неосуществим (например, при изучении астрофизических явлений).

Вычислительный эксперимент в отличие от натурных экспериментальных установок позволяет накапливать результаты, полученные при исследовании какого-либо круга задач, а затем быстро и гибко применять их к решению задач в совершенно других областях. Этим свойством обладают используемые универсальные математические модели. Например, уравнение нелинейной теплопроводности пригодно для описания не только тепловых процессов, но и диффузии вещества, движения грунтовых вод, фильтрации газа в пористых средах. Изменяются только физический смысл величин, входящих в это уравнение.

Проведение вычислительного эксперимента можно условно разделить на два этапа. После первого этапа вычислительного эксперимента, если надо, модель уточняется как в направлении ее усложнения (учет дополнительных эффектов и связей в изучаемом явлении), так и упрощения (выяснение, какими закономерностями и связями в изучаемом явлении можно пренебречь). На последующих этапах цикл вычислительного эксперимента повторяется до тех пор, пока исследователь не убеждается, что модель адекватна тому объекту, для которого она составлена.

Дата появления первых серьезных результатов вычислительного эксперимента в СССР зафиксирована официально в 60 годы прошлого столетия, когда Госкомитет СССР по делам открытий и изобретений засвидетельствовал открытие явления. Свидетельство на это открытие было выдано академикам А. Н. Тихонову и А. А. Самарскому, члену-корреспонденту АН СССР С. П. Курдюмову, докторам физико-математических наук П. П. Волосевичу, Л. М. Дегтяреву, Л. А. Заклязьминскому, Ю. П. Попову, В. С. Соколову и А. П. Фаворскому. В данном случае вычислительный эксперимент предшествовал натурному. Натурные эксперименты "заказывались" по результатам математического моделирования. Через несколько лет в трех физических лабораториях на разных экспериментальных установках практически одновременно был надежно зарегистрирован Т-слой, после чего технологам и инженерам стал окончательно ясен принцип работы МГД-генератора с Т-слоем.

Глава 1. Основы метода конечных разностей

1.1 Разностная аппроксимация простейших дифференциальных операторов

Уравнения в частных производных не всегда решается в аналитическом виде и для решения часто используется конечно-разностная аппроксимация. Одним из первых шагов при применении метода конечных разностей к решению уравнения в частных производных является переход от непрерывной области к конечно-разностной сетке. Пусть надо найти решение 
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При решении нестационарных задач номер узла сетки по временной координате обычно обозначается верхним индексом (например, 
[image: image8.wmf]1

+

n

j

u

). Для каждого уравнения в частных производных существует множество его конечно-разностных аналогов, из которых обычно нельзя выбрать наилучший со всех точек зрения.

Для того чтобы лучше понять идею конечно-разностной аппроксимации производных, вспомним определение производной от функции u(x,y) в точке 
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(1.1)
Если функция u(x,y) непрерывна, a 
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(1.2)

Здесь последнее слагаемое это остаточный член. Применяя разности вперед перепишем выражение (1.2) в виде
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(1.3) 

Обозначив для краткости значение функции в узле (i,j) разностной сетки индексом і,j и получим 
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 погрешность аппроксимации,
(1.4)

где разность 
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где О(
[image: image26.wmf]x

D

) имеет точный математический смысл. Представление погрешности аппроксимации в виде 
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Аналогично записывается и конечно – разностная аппроксимация производной 
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Введем также разностный оператор первого порядка назад
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(1.5)

Используя его, можно записать конечно-разностную производную назад функции в узле разностной сетки в виде 
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Часто используют центральные разностные операторы 
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 и оператор осреднения 
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1.10)

Удобно ввести специальные операторы центральных разностей, хотя два их них легко выразить через разностные операторы вперед и назад первого порядка:
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Используя введенные центральные разностные операторы, конечно- разностный аналог первой  производной  можно записать в виде
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Аналогично аппроксимируется центральными разностями и вторая производная:
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Разностные операторы вперед и назад более высокого порядка определяются рекуррентными соотношениями
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В качестве примера приведем конечно-разностную аппроксимацию вперед второй производной:
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Можно показать, что разностная аппроксимация вперед или назад производной любого порядка записывается в виде 
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Центрально – разностная аппроксимация производной любого порядка, большего двух, выражается через операторы 
[image: image69.wmf]Ñ
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 и 
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 . Более подробно применение разностных операторов описано в курсах вычислительной математики; см., например, [Hildebrand, 1956].

Большинство уравнений в частных производных, встречаются в гидродинамике и теплопередаче, содержащие лишь частные производные первого и второго порядков, при этом для аппроксимации производных стараются использовать не более трех узлов разностной сетки. Поэтому на равномерной сетке  
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Для трехточечной аппроксимации вторых производных на равномерной сетке    
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Остановимся подробнее на записанной (трехточечной компактной разностной аппроксимации  производных с четвертым порядком точности (соотношения (1.25) и (1.29) [Orszag, Israeli,1974]. Обозначив 
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представим (1.25) в виде
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В это соотношение интересующая нас производная  
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, путем решения системы алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей, которое проводится обычно весьма эффективно. К решению системы алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей сводятся многие маршевые задачи для уравнений в частных производных второго порядка, что будет обсуждаться далее в гл. 4. Здесь же достаточно представлять себе трехдиагональную систему как конфигурацию, которая получается в случае, когда каждое разностное уравнение системы включает одну искомую функцию, вычисленную в трех смежных узлах разностной сетки. Соотношение (3.35) позволяет неявно выразить вторую производную
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  в ряд Тейлора для двух переменных:
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1.2 Различные методы построения конечно-разностных схем
Для данного уравнения в частных производных и данной конечно-разностной сетки конечно-разностный аналог этого уравнения может быть построен разными методами. Укажем на некоторые из них:
(a) разложение функций в ряд Тейлора;

(b) интерполяция функций полиномами;

(c) интегральный метод;

(d) метод контрольного объема.

Иногда все эти методы приводят к одному и тому же конечно-разностному аналогу исходного уравнения. Сначала подробно проанализируем метод разложения функций в ряд Тейлора, иногда привлекая для аппроксимации граничных условий интерполяционные полиномы.

Разложение функций в ряд Тейлора

В этом разделе мы покажем, как можно формально получать конечно-разностные выражения, удовлетворяющие заданным условиям, используя для этого ряды Тейлора. Пусть мы хотим построить конечно-разностную аппроксимацию производной 
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(1.50)

Требуемую конечно-разностную аппроксимацию удается часто получить путем наблюдения или простой подстановкой. Чтобы произвести подстановку, выразим производную 
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[image: image124.wmf](

)

2

2

2

,

2

,

,

2

2

x

x

x

u

x

u

x

u

x

u

j

i

j

i

j

i

D

O

+

D

¶

¶

+

D

-

D

=

¶

¶

-

.

Порядок аппроксимации 
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совпадающую с (1.24). Если внимательно рассмотреть детали этого примера построения конечно-разностной аппроксимации производной, то мы увидим, что при разложении функций в ряд Тейлора действительно необходимо выписать члены, содержащие производную  
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Рассмотрим несколько более сложный пример. Найти конечно-разностную аппроксимацию производной 
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 (рис.3.3).

Напомним, что на равномерной сетке 
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 центрально-разностная аппроксимация первой производной равна полусумме односторонних разностных производных вперед и назад:
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Мы желаем знать, можно ли достичь второго порядка точности на неравномерной сетке, взяв геометрически взвешенное среднее односторонних разностных производных с весами, пропорциональными шагам разностной сетки:
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(1.51)

Справедливость этого соотношения может показаться некоторым очевидной, однако это можно проверить, разложив функцию 
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(1.52)
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(1.53)

Как и раньше, сложим умноженное на 
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уравнение (1.52) с умноженным на 
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 уравнением (1.53) и выразим из полученного уравнения 
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Окончательно  имеем
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Последнее соотношение можно привести к виду (1.51).
Мы показали, как, используя разложение функций в ряд Тейлора, строить конечно-разностные аналоги отдельной производной. Но нас в основном интересует построение конечно-разностного аналога всего заданного уравнения в частных производных, обеспечивающих его аппроксимацию во всех точках заданной области. Поэтому все члены уравнения надо раскладывать в ряд Тейлора в одной и той же точке. При таком подходе к построению разностной схемы погрешность аппроксимации уравнения в частных производных равна сумме погрешностей аппроксимации его членов.

Разложение функций в ряд Тейлора не обязательно проводить в узле 
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 разностной сетки. Проиллюстрируем это двумя примерами. Используемые при построении конечно-разностной аппроксимации производных узлы разностной сетки (шаблон) и точка, в которой проводится разложение функций в ряд Тейлора, показаны на рисунках.

Полностью неявная разностная схема для уравнения теплопроводности имеет вид
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погрешность аппроксимации схемы равна 
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 , в которой удобнее всего проводить разложение функции в ряд Тейлора, показаны на рис.3.4.

Схема Кранка-Никольсона для уравнения теплопроводности тогда имеет вид 
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Погрешность аппроксимации схемы 
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, в которой удобнее всего проводить разложение решения в ряд Тейлора, показаны на рис.3.5.

Интересно отметить, что погрешность конечно-разностной аппроксимации всего уравнения в частных производных (но не его отдельных членов) не зависит от выбора точки, в которой проводится разложение решения в ряд Тейлора. Покажем это на примере схемы Кранка-Никольсона. Обычно погрешность аппроксимации для этой схемы определяют путем разложения решения в ряд Тейлора в окрестности точки  
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  в ряд Тейлора в точке 
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Так как в правую часть этого уравнения входят члены 
[image: image192.wmf]2

/

t

u

tt

D

-

 и 
[image: image193.wmf]2

/

t

u

txx

D

a

, то на первый взгляд кажется, что погрешность аппроксимации уравнения равна 
[image: image194.wmf](

)

(

)

2

x

t

D

O

+

D

O

. Однако сумма указанных членов равна 
[image: image195.wmf](

)

(

)

xx

t

u

u

t

t

a

-

¶

¶

D

-

2

/

, где под знаком производной стоит левая часть уравнения (1.56b). Продифференцировав (1.56b) по 
[image: image196.wmf]t

 и умножив обе части полученного уравнения на 
[image: image197.wmf]2

/

t

D

-

, получим 


[image: image198.wmf](

)

(

)

xx

t

u

u

t

t

a

-

¶

¶

D

-

2

/

=
[image: image199.wmf](

)

(

)

2

2

x

t

D

O

+

D

O

.

Следовательно, погрешность аппроксимации уравнения теплопроводности при использовании схемы Кранка-Никольсона равна 
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 независимо от того, в какой точке проводится разложение функций в ряд Тейлора: 
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. Порядок аппроксимации уравнения не изменится при разложении функций в ряд Тейлора в окрестности любой другой точки. Рассмотренный пример показывает, что при анализе точности разностной схемы необходимо тщательно проверить, не являются ли коэффициенты при главных членах в выражении для погрешности аппроксимации произведением некоторой функции на производную исходного дифференциального уравнения. Если это так, то для определения погрешности аппроксимации необходимо рассмотреть члены более высокого порядка.

Интерполяция функций полиномами

Интерполяция полиномами имеет много приложений в вычислительной гидродинамике и теплопередаче. Эту технику можно использовать для построения конечно-разностного аналога уравнений в частных производных, однако обычно ее применяют лишь для записи граничных условий или получения более подробной информации вблизи границ при известном численном решении задачи.

Рассмотрим несколько характерных примеров.

Пример 1.1. В этом примере мы построим конечно-разностные аналоги всех входящих в уравнение производных, предполагая, что решение этого уравнения локально аппроксимируется полиномом. Значения полинома в прилегающих к узлу  
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 узлах разностной сетки должны совпадать с решением уравнения. Достаточное для точного определения коэффициентов полинома число узлов разностной сетки определяется степенью полинома. Продифференцировав интерполяционный полином, можно найти требуемую аппроксимацию входящих в уравнение производных. Рассмотрим уравнение Лапласа, описывающее стационарное двумерное распределение температуры в твердом теле:
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Предположим, что в окрестности узла 
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 зависимость температуры от 
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 и 
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 описывается полиномами  второго порядка. Например, зафиксировав 
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, будем считать, что изменение температуры по  
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 вблизи узла 
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Для удобства положим, что 
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 можно определить, зная температуру в конкретных узлах сетки и шаг сетки 
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. Для этого сначала надо выбрать используемые при интерполяции средние узлы разностной сетки, т.е. задать геометрическое расположение точек, определяющих разностный шаблон и характер разностной аппроксимации производных: вперед, назад или центрально-разностная аппроксимация. Выбрав узлы 
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Решив эти уравнения, найдем
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Следовательно,
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(1.58)

Полученное выражение является точным, если зависимость температуры от 
[image: image224.wmf]x

 действительно описывается полиномом второго порядка. В общем случае мы лишь предполагаем, что полином второго порядка является хорошей аппроксимацией решения. Погрешность аппроксимации производной  (1.58) можно определить подстановкой разложений в ряд Тейлора в окрестности точки 
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, причем в выражение для погрешности аппроксимации входят лишь производные температуры четвертого и более высоких порядков, которые равны нулю, если зависимость температуры от  
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 описывается полиномом второго порядка.

Аналогично можно построить конечно-разностную аппроксимацию производной 
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. Рассмотренный пример показывает, что при использовании интерполяции полиномами приходится произвольно выбирать ряд параметров, влияющих на погрешность аппроксимации уравнений с частными производными и вид разностной схемы, в том числе и используемый шаблон. Следовательно, этот метод не обладает какими-либо особыми преимуществами, гарантирующими, например, оптимальность или устойчивость разностной схемы (для маршевой задачи).
Пример 1.2. Предположим, что мы нашли решение конечно-разностного аналога уравнения энергии и определили распределение температуры вблизи твердой границы. Нам надо теперь определить тепловой поток к стенке, зная распределение температуры лишь в узлах разностной сетки. По закону Фурье тепловой поток через границу определяется выражением 
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 Следовательно, для решения поставленной задачи необходимо заменить производную 
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 ее конечно-разностным аналогом, используя значения температуры в узлах разностной сетки, известные из решения уравнения энергии. Для этого можно воспользоваться интерполяционными полиномами, предполагая, что распределение температуры вблизи границы описывается полиномом какого-либо порядка, т. е. что оно линейное, параболическое, кубическое и т. д., причем значения полинома совпадают со значением температуры в узлах разностной сетки. Последнее условие позволяет определить коэффициенты полинома. Например, пусть распределение температуры вблизи границы описывается полиномом второго порядка вида  
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Из этих соотношений находим 


[image: image237.wmf](

)

.

2

2

,

2

4

3

,

2

3

2

1

3

2

1

1

y

T

T

T

c

y

T

T

T

b

T

a

D

+

-

=

D

-

+

-

=

=


Следовательно, тепловой поток к стенке аппроксимируется выражением
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Естественно определить погрешность аппроксимации для производной 
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 через разложения температуры в ряд Тейлора в окрестности точки, лежащей на границе и подставим полученные разложения в конечно-разностную аппроксимацию для производной 
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. Можно поступить и по-другому, учтя, что интерполяционный полином совпадает с первыми тремя членами разложения в ряд Тейлора для температуры в окрестности точки 
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и ряд Тейлора
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Таким образом, аппроксимация 
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 определяется первыми тремя членами, а погрешность аппроксимации 
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— последним из выписанных членов ряда Тейлора и имеет порядок 
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, поэтому порядок аппроксимации производной равен 
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Пример 1.3. Пусть, как и в примере 1.2, уравнение энергии решается для распределения температуры вблизи стенки, только в этом примере задан тепловой поток на стенке в качестве граничного условия. Мы можем теперь использовать интерполяцию полиномами для определения температуры стенки, которая необходима для решения разностных уравнений во внутренних узлах сетки. Другими словами, если 
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 задано, надо определить 
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 задано. Наша цель состоит в определении  
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, которое в рассматриваемом случае равно 
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. В соответствии с обозначениями рис. 3.6 имеем
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Эти три уравнения можно решить относительно 
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Погрешность аппроксимации в выражении (1.59) можно определить, либо разложив температуру в ряд Тейлора в окрестности точки 
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, либо заметив, что получившийся полином представляет собой усеченный ряд Тейлора. В заключение обсуждения полиномиальной аппроксимации приведем некоторые выражения для значений функции на стенке и ее производной через значения самой функции. Эти выражения используются, например, для определения значения функции на стенке по заданному на стенке значению ее первой производной. Все приведенные в табл. 3.3 формулы получены при интерполяции искомой функции на равномерной сетке 
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 полиномами не выше четвертой степени.

Интегральный метод
Для построения конечно-разностных аналогов уравнений в частных производных можно использовать интегральные методы, основанные на интегрировании этих уравнений. Рассмотрим уравнение теплопроводности 
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 Попробуем построить разностную схему путем интегрирования уравнения теплопроводности по t
[image: image273.wmf]t

 и  
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 в окрестности узла 
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 разностной сетки. Этот узел будем иногда также обозначать как точку 
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. Так как выбор области интегрирования произволен, то проинтегрируем уравнение (1.60) от 
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 приведет к абсолютно неустойчивой разностной схеме. К сожалению, на этом этапе построения разностной схемы для решения уравнения в частных производных нельзя сказать, какие интервалы интегрирования целесообразно выбрать для обеспечения устойчивости численного метода. На этот вопрос можно ответить, либо проведя расчеты, либо проанализировав устойчивость уже построенной разностной схемы методами, описанными в § 3.6. Порядок интегрирования в каждой части уравнения выбирается так, чтобы использовать точные дифференциалы:
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 (1.61)

Взяв точно внутренние интегралы, получим
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Для вычисления оставшихся интегралов воспользуемся теоремой о среднем значении. Из этой теоремы следует, что для любой непрерывной функции 
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(1.63)

где 
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 — некоторое значение у из интервала 
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. В соответствии с этой теоремой любое 
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 из указанного интервала позволяет получить приближенное значение интеграла от непрерывной функции:
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Для дальнейшего упрощения интеграла (1.62) при помощи теоремы о среднем значении возьмем значение подынтегральной функции при 
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,  а при вычислении интеграла в правой части — при 
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. Тогда получим
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(1.64)

Для выражения результата в алгебраической форме выразим производную 
[image: image297.wmf]x
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 через значения функции и в узлах разностной сетки. Для этого можно использовать уже известные нам аппроксимации, например центральные разности. С другой стороны, мы можем придерживаться чисто интегрального метода и на основе теоремы о среднем значении получим
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(1.65)

Из последнего соотношения следует
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(1.66)

При вычислении интеграла в правой части (1.66) по теореме о среднем значении мы произвольно выбрали 
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 (средняя точка интервала), поэтому интеграл в правой части вычисляется приближенно. Найдя аналогично конечно-разностные аппроксимации остальных первых производных, получим конечно-разностный аналог уравнения теплопроводности
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Обозначая значения функций в узлах индексами 
[image: image302.wmf],
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, где 
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 — номер шага по времени, а  
[image: image304.wmf]j

 — номер шага по пространственной координате, перепишем (1.67) в виде
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(1.68)

Последнее выражение совпадает с полностью неявной схемой для уравнения теплопроводности, приведенной в п. 3.4.1. Неявная разностная схема получена благодаря тому, что интеграл в правой части вычислялся по теореме о среднем при значении подынтегральной функции в момент времени 
[image: image306.wmf]t
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 . Если бы при вычислении этих интегралов были использованы значения подынтегральной функции при 
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t

t

=

,  то мы получили бы явную схему. Отметим, что при применении описанного в этом разделе метода построения разностных схем погрешность аппроксимации в явном виде не получается и должна быть найдена.
Метод контрольного объема
Метод контрольного объема принципиально отличается от уже рассмотренных методов построения разностных схем для уравнений в частных производных. Используя методы, основанные на разложении функций в ряд Тейлора, и интегральные методы, мы предполагали, что уравнения в частных производных корректно и в соответствующей форме описывают законы сохранения, поэтому при построении разностной схемы мы просто обращались к математическим средствам. При таком подходе физические законы сохранения применяются лишь при выводе уравнения в частных производных и никак не используются при построении разностной схемы. В этом смысле разложение в ряд Тейлора и интегральные методы — формальные методы построения разностных схем для уравнений в частных производных. При использовании метода контрольных объемов разностная схема строится на основе физических законов сохранения, следствием которых является рассматриваемое уравнение в частных производных. Сначала этот закон сохранения формулируется словесно для некоторого контрольного объема, окружающего узел разностной сетки, а потом записывается математически с учетом дискретной сетки. Описанная процедура во многом похожа на ту, с помощью которой уравнения в частных производных выводятся из физических законов сохранения, не проводится лишь переход к пределу при стягивании контрольного объема в точку. Если уравнение в частных производных записано в дивергентной форме, то закон сохранения можно получить, интегрируя это уравнение по контрольному объему и используя формулу Гаусса — Остроградского. На практике метод контрольных объемов позволяет обычно строить более точные вблизи границ разностные схемы, чем другие методы. Возможно, это связано с тем, что этот метод сохраняет дискретную природу решения задачи на всех этапах построения разностной схемы. В качестве примера рассмотрим двумерный установившийся процесс распространения тепла в твердом теле с постоянным коэффициентом теплопроводности. Как известно, распределение температуры удовлетворяет в этом случае уравнению Лапласа (1.57). Решение задачи начнем с построения разностной сетки. Сначала расположим узлы сетки на границе расчетной области, так как температура границы входит в граничное условие. Затем разобьем всю область решения на контрольные объемы, каждый из которых содержит лишь один узел разностной сетки. Границы контрольных объемов удобнее всего проводить посредине между смежными узлами, хотя при этом узлы разностной сетки окажутся в центрах контрольных объемов лишь в случае равномерной сетки, т. е. при 
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Рассмотрим сначала контрольный объем, не прилежащий к границе, например объем 
[image: image309.wmf]A

 на рис. 3.7. Так как рассматривается установившийся процесс, то суммарный поток тепла через границу контрольного объема 
[image: image310.wmf]A

 должен равняться нулю. Именно из этого закона сохранения выводится уравнение Лапласа для температуры, описывающее распределение температуры внутри области. Этот закон можно вывести также из исходного уравнения в частных производных, воспользовавшись теоремой Гаусса — Остроградского. По закону Фурье тепловой поток пропорционален градиенту температуры: 
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 . Следовательно, если 
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 — константа, то уравнение (1.57) можно переписать в виде
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Интегрируя это уравнение по контрольному объему и используя теорему о дивергенции Гаусса — Остроградского, получим
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Интеграл в правой части описывает суммарный поток тепла через границу контрольного объема. Представляя этот интеграл в виде суммы потоков через все границы контрольного объема с центром в узле 
[image: image315.wmf](
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  , получим
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Здесь 1/2 в нижнем индексе указывает на то, что соответствующая величина вычисляется в центре грани объема (посредине между узлами сетки). Законы сохранения энергии выполняются точно, если на границах для производных выбраны подходящие средние значения. Используя центральные разности, получаем
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Разделив это уравнение на  
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(1.69)

В последнем уравнении каждое из двух слагаемых совпадает с аппроксимацией вторых производных 
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, полученной ранее при помощи рядов Тейлора. 

Рассмотрим теперь прилегающий к границе контрольный объем, обозначенный на рис. 3.7 буквой 
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. Пусть граничное условие для исходной (не дискретизированной) задачи имеет вид 
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 — точка на физической границе области, соответствующей границе контрольного объема В. Если бы применили метод разложения в ряд Тейлора для задания граничных условий, то нашим следующим шагом было бы построение конечно-разностного аналога производной 
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. Аппроксимируя производные односторонними разно- разностями вперед, граничное условие получаем в виде
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(1.70)

Следует заметить, что при применении метода контрольного объема необходимо обеспечить выполнение закона сохранения в прилегающем к границе объеме. Приравняем нулю суммарный поток тепла через границу:
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Применяя для аппроксимации производных центральные разности, получаем
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(1.72)
Разделив на 
[image: image329.wmf]k

, приведем это соотношение к виду
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(1.73)

Эта запись граничного условия несколько отличается от записи граничного условия в виде (1.70), полученной при формальной аппроксимации производной 
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 с помощью рядов Тейлора. Сравнивая метод контрольного объема и метод построения разностных схем, основанный на разложении решения в ряд Тейлора, можно заметить, что последний позволяет построить конечно-разностную аппроксимацию всех входящих в дифференциальное уравнение производных путем суммирования конечно-разностных аналогов входящих в него производных. В противоположность ему метод контрольного объема, основанный на применении физических законов сохранения, дает возможность построить лишь конечно-разностный аналог всего уравнения в частных производных, однако в принципе с его помощью нельзя построить конечно-разностный аналог какой-то отдельно взятой производной, например производной 
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. Отличительной особенностью метода контрольного объема является то, что он обеспечивает «баланс» физической величины в окрестности узла разностной сетки. Метод контрольных объемов учитывает дискретный характер решения поставленной задачи, поэтому он обеспечивает выполнение законов сохранения в конечной области, а не только в точке при стремлении шага сетки к нулю. Конечно-разностные схемы, построенные методом контрольных объемов, почти всегда консервативны. Трудно понять, чем могут отличаться разностные схемы, построенные для уравнения в частных производных всеми четырьмя указанными в этой главе методами, не рассмотрев большое количество примеров. Часто, особенно для линейных уравнений в частных производных, при использовании различных методов получаются одни и те же разностные схемы. Ни один из рассмотренных методов не гарантирует устойчивости построенной разностной схемы, поэтому построенная любым из этих методов разностная схема может оказаться бесполезной. Наиболее заметно отличие построенных различными методами разностных схем при использовании неортогональных систем координат и при аппроксимации записанных в недивергентной форме уравнений.

Глава 2. Применение методов конечных разностей для решения одномерного уравнения математической физики

2.1 Метод прогонки для уравнения эллиптического типа
Уравнения Пуассона является эллиптическим типом в частных производных. В декартовой системе координат одномерное уравнение Пуассона имеет вид:
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Для полноты задачи нужно будет поставить граничные условия, к примеру
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Методы решения уравнения Пуассона, да и вообще большинства эллиптических уравнений различаются не столько методом построения конечно-разностного аналога, сколько методом решения получающейся системы алгебраических уравнений. 
Наиболее часто для построения конечно-разностного аналога уравнения Пуассона используется трехточечная схема. Давайте запишем уравнение (2.1) в дискретном виде:
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(2.2)

С погрешностью аппроксимации 
[image: image337.wmf])
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Получающейся систему алгебраических уравнений решим методом прогонки. Приведем систему алгебраических уравнений (2.2) к общему виду:
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(2.3)
Решения системы алгебраических уравнений (2.3) будем искать в таком виде
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(2.4)
С неопределенными коэффициентами 
[image: image340.wmf]1
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. Для нахождения этих коэффициентов приведем систему алгебраических уравнений (2.4) к такому виду 
[image: image341.wmf]i
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 и подставим в (2.3).

[image: image342.wmf]i

i

i

i

i

i

i

i

i

D

u

C

u

B

u

A

=

+

+

+

+

)

(

1

b

a


Последнее уравнения приведем к такому виду:
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Воспользуемся соотношением (2.4) и с последнего уравнения найдем коэффициенты 
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,

1

1

-

=

+

-

=

+

N

i

C

B

A

i

i

i

i

i

a

a




[image: image346.wmf]1

,

1

1

-

=

+

-

=

+

N

i

C

B

C

D

i

i

i

i

i

i

i

a

b

b


Но для определения всех коэффициентов надо будет определить 
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 коэффициенты. Для этого используем первые граничные условия. Мы знаем что при 
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, из уравнения (2.4) мы можем получить 
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А мы знаем значения 
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 с граничных условий
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И отсюда мы можем определить что 
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Дальше мы можем определить все 
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 коэффициенты. А значения 
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 мы определим со второго граничного условия, для этого нам надо будет написать границу в дискретном виде
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Отсюда мы получим 
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Воспользуемся опять (2.4) и запишем в таком виде
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Используя граничное условие, мы можем записать
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Теперь отсюда найдем 
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Если коэффициенты 
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 известны и известно значение 
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, то, двигаясь справа налево (от i+1 к i), мы определим последовательно все 
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. Соберем все формулы метода прогонки и запишем их в порядке использования:

[image: image364.wmf]1

,

1

)

(

1

-

=

+

-

=

®

+

N

i

C

B

A

i

i

i

i

i

a

a

 

[image: image365.wmf]1

,

1

)

(

1

-

=

+

-

=

®

+

N

i

C

B

C

D

i

i

i

i

i

i

i

a

b

b

,   
[image: image366.wmf]1

,

0

1

1

=

=

b

a



[image: image367.wmf]N

N

N

u

a

b

-

=

1



[image: image368.wmf]1
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Стрелки наверху указывают направление счета: 
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Устойчивость метода прогонки. Давайте укажем достаточные условия, при которых формулы (2.3) и (2.4) имеют смысл:
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2.2 Метод прогонки для уравнения параболического типа.

Уравнения теплопроводности является параболическим типом в частных производных. В декартовой системе координат одномерное уравнение теплопроводности имеет вид:
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Для полноты задачи нужно будет поставить начальные и граничные условия (отличие от эллиптического типа здесь будет существовать дополнительное условие), к примеру
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Давайте запишем уравнение (1) в дискретном виде:
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(2)

С погрешностью аппроксимации 
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Полученную систему алгебраических уравнений решим методом прогонки. Приведем систему алгебраических уравнений (2) к такому виду:
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(3)

Решение системы алгебраических уравнений (3) ищем в таком виде
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(4)

Где 
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- неопределенные коэффициенты. Для нахождения этих коэффициентов приведем систему алгебраических уравнений (4) к такому виду 
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Последнее уравнения приведем к такому виду:
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Воспользуемся соотношением (4) и с последнего уравнения найдем коэффициенты 
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Но для определения всех коэффициентов необходимо определить 
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 коэффициенты. Для этого используем первые граничные условия. Мы знаем что при 
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Так как известно значение 
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И отсюда следует, что

[image: image397.wmf]1

,

0

1

1

=

=

b

a


Соответственно 
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 коэффициенты определяемые. А значения 
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 определяется из второго граничного условия, приведенного к дискретному виду
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Отсюда мы получим 
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Используя граничные условия мы можем записать
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Теперь отсюда найдем 
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Так как известны 
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, следовательно, и значение 
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тоже известно. Далее двигаясь по убыванию (от i+1 к i), находим поочередно все 
[image: image408.wmf]i

u

. Скомпоновав все формулы метода прогонки, шаг за шагом, получим:
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Стрелки наверху указывают направление счета: 
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[image: image421.wmf]n
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 нам известен из начальных условий. Проделываются аналогичные действия, как для уравнения теплопроводности в главе 2.2 до достяжения стационарного решения уравнения, то есть до выполнения условия:
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[image: image423.wmf]e

- очень маленькое число, которое мы определяется нами.
Устойчивость метода прогонки. Давайте укажем достаточные условия, при которых формулы (3) и (4) имеют смысл:
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2.3 Метод прогонки для уравнения Бюргерса

В декартовой системе координат одномерное уравнение Бюргерса имеет вид:
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(1)
Для полноты задачи определим начальные и граничные условия, к примеру
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Давайте запишем уравнение (1) в дискретном виде:
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(2)

Погрешность аппроксимации 
[image: image430.wmf]))
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. Полученная система алгебраических уравнений решается методом прогонки. Приведем систему алгебраических уравнений (2) к такому виду:
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(3)
Решение системы алгебраических уравнений (3) ищем в таком виде
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(4)

Где 
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 - неопределенные коэффициенты. Для нахождения этих коэффициентов приведем систему алгебраических уравнений (4) к такому виду 
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 и подставим в (3).
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Последнее уравнения приведем к такому виду:
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Воспользуемся соотношением (4) и с последнего уравнения найдем коэффициенты 
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Но для определения всех коэффициентов не хватает 
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 коэффициентов, которые находятся из первого граничного условия. Мы знаем что при 
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, следовательно, с (4) мы можем получить 
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Зная значение 
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, получим 
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И отсюда мы можем определить что
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В результате все 
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 коэффициенты определены. 

Приводя второе граничное условие к дискретному виду, находим 
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Отсюда
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Используя граничные условия, мы можем записать следующее
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Теперь находим 
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Найдя 
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. Последовательно находим все 
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,  двигаясь справа налево (от i+1 к i). Собрав все формулы метода прогонки, и записав их в порядке использования, получим:
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Опять же стрелки наверху - направление счета: 
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Зная 
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 из начальных условий, проделываем аналогичные действия, как для уравнения теплопроводности в главе 2.2 до достяжения стационарного решения уравнения.
Устойчивость метода прогонки. Давайте укажем достаточные условия, при которых формулы (3) и (4) имеют смысл:
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2.4 Метод пятиточечной прогонки для уравнения эллиптического типа
Уравнения Пуассона является эллиптическим типом в частных производных. В декартовой системе координат одномерное уравнение Пуассона имеет вид:
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(1)
Для полноты задачи нужно будет поставить граничные условия, к примеру
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Методы решения уравнения Пуассона, да и вообще большинства эллиптических уравнений различаются не столько методом построения конечно-разностного аналога, сколько методом решения получающейся системы алгебраических уравнений. 

Наиболее часто для построения конечно-разностного аналога уравнения Пуассона используется трехточечная схема. Давайте запишем уравнение (2.1) в дискретном виде:
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(2)

С погрешностью аппроксимации 
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Получающейся систему алгебраических уравнений решим методом прогонки. Приведем систему алгебраических уравнений (2) к общему виду:
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(3)
Решения системы алгебраических уравнений (3) будем искать в таком виде
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С неопределенными коэффициентами 
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. Для нахождения этих коэффициентов приведем систему алгебраических уравнений (4) к такому виду
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 и подставим в (3).
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Последнее уравнения приведем к такому виду:
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Воспользуемся соотношением (4) и с последнего уравнения найдем коэффициенты 
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Но для определения всех коэффициентов надо будет определить 
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 коэффициенты. Для этого используем первые граничные условия. Мы знаем что при 
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(5)
А мы знаем значения 
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 с граничных условий
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И отсюда мы можем определить что 
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Но для определения всех 
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 коэффициентов нам не достаточно знать только
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, но еще надо будет определить коэффициенты
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. Для этого напишем наше уравнение (4) для 
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(6)
Теперь напишем уравнение (3) в таком виде 
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(7)

Теперь подставим уравнение (5) в (7) и получим 
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Последнее уравнение приведем к такому виду
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И сопоставляя уравнение (8) с (6), мы можем определить 
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Дальше мы можем определить все 
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 коэффициенты. А значения 
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 мы определим со второго граничного условия, для этого нам надо будет написать границу в дискретном виде
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Отсюда мы получим 
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Но для нахождение решения с помощью (4) нам надо будет определить еще коэффициент 
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. Для этого напишем уравнение (4) в таком виде
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Соберем все формулы метода пятиточечной прогонки и запишем их в порядке использования:
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Где коэффициенты определяются так
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Стрелки наверху указывают направление счета: 
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2.5 Простой явный метод для уравнения параболического типа

Уравнения теплопроводности являются параболическим типом в частных производных. В декартовой системе координат одномерное уравнение теплопроводности имеет вид:
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(1)

Для полноты задачи нужно будет поставить начальные и граничные условия, к примеру
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Давайте запишем уравнение (1) в дискретном виде:
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(2)

В данном случае погрешность аппроксимации - 
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. Полученную систему алгебраических уравнений решаем простым явным методом. Как мы видим в уравнения (2) число неизвестных в три раза меньше, чем при  методе прогонки. Это напрямую связано от выбора дискретной аппроксимации. Как мы видим в (2) только одно неизвестное, и после переноса неизвестных членов в лево, а известных в право, получаем:
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Проделываем до выполнения условия:
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[image: image545.wmf]e

- очень маленькое число.

Устойчивость метода прогонки. Условия, при которых разностная схема устойчива по методу Фурье или Неймана

[image: image546.wmf]e

+

=

D

N






(3)
где 
[image: image547.wmf]N

 - решение полученное на реальном компьютере, 
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 - точное решение разностного уравнения, 
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 - погрешность округления. Для простоты рассмотрим однородный случай и запишем уравнения (2) в однородном виде 


[image: image550.wmf]2

1

1

1

2

x

u

u

u

t

u

u

n

i

n

i

n

i

n

i

n

i

D

+

-

=

D

-

-

+

+




(4)

Так как численное решение должно удовлетворять разностному уравнению, то, подставляя (3) в (4), получим
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Точное решение D удовлетворяет разностному уравнению (4), поэтому и погрешность 
[image: image552.wmf]e

 удовлетворяет тому же уравнению:
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(5)
Так как точное решение разностного уравнения 
[image: image554.wmf]D

 и погрешность округления  удовлетворяют одному и тому же уравнению, то и растут по времени они одинаково. Если разностная схема устойчива, то рост любого возмущения, вводимого на n-м шаге по времени, ограничен; для неустойчивых конечно- разностных схем возмущение возрастает.

Предположим, что погрешность 
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 можно представить в виде суммы ряда Фурье
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(6)
Так как погрешность удовлетворяет линейному уравнению, то поведение каждой гармоники, входящей в (6), можно рассмотреть независимо. Рассмотрим член 
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. Будем искать решение уравнения в виде 
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(7)
причем 
[image: image563.wmf]m
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 вещественно, но а может быть и комплексным. Подставляя (7) в (5), получим
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Разделив на 
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, и использовав соотношение
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При помощи тригонометрического тождества
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перепишем последнее соотношение в окончательном виде
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Так как для каждой гармоники 
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, то погрешность округления не будет возрастать на каждом шаге по маршевой координате (времени), если 
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 не превосходит единицы. Следовательно, разностная схема устойчива при
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(8)

При решении неравенства (8) надо рассмотреть два возможных случая:

1) 
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Первое неравенство выполняется для всех 
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. Последнее неравенство и является условием устойчивости рассматриваемой конечно-разностной схемы; оно накладывает ограничение на соотношение шагов по времени и пространственной координате. 

Глава 3. Применение методов конечных разностей для решения многомерного уравнения математической физики

3.1 Метод дробных шагов для двумерного уравнения параболического типа
Уравнения теплопроводности является параболическим типом в частных производных. В декартовой системе координат двумерное уравнение теплопроводности имеет вид:
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(1)

Для полноты задачи выберем начальные и граничные условия (отличие от одномерного уравнения– присутствие дополнительных двух условий, что в итоге приводит к четырем граничным условиям), к примеру
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При применении обычных методов к решению двумерного уравнения теплопроводности с условно устойчивым алгоритмом возникают много проблем с подбором параметров для того чтобы выполнялись условия устойчивости, привели к созданию неявных схем стабилизирующих поправок Дугласа (Метод дробных шагов). Применяя схему стабилизирующих поправок, получим двухшаговую разностную схему:
Шаг 1
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Шаг 2
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где операторы имеют вид
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Давайте полностью распишем первый шаг
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(2)
А второй шаг можно расписать в таком виде 
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(3)
В результате проведенного «расщепления» задача сводится к решению систем линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей. На шаге 1 такая система решается для каждой строки (ряда точек с фиксированным j), а на шаге 2 — для каждого столбца (ряда точек с фиксированным i). Схематически рассматриваемая процедура решения уравнения теплопроводности показана на рис. 1. Неявный метод стабилизирующих поправок обладает вторым порядком точности с погрешностью аппроксимации 
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Рисунок 1. Схема расчета неявным методом переменных направлений. Стрелками указаны направления, по которым схема неявна.

Для первого шага получающейся систему алгебраических уравнений решим методом прогонки. Приведем систему алгебраических уравнений (2) к такому виду:
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(4)
И здесь 
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Для второго шага мы получим другие значения
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Метод дробных шагов является абсолютно устойчивой схемой.
3.2 Метод переменных направлений для двумерного уравнения параболического типа.

Возьмем то же уравнения теплопроводности как в параграфе 3.1. Метод переменных направлений тоже является неявной схемой и делится на два шага. 
Шаг 1
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Шаг 2


[image: image603.wmf]1

2

2

/

1

1

2

/

1

1

+

+

+

+

L

+

L

=

D

-

n

n

n

ij

n

j

i

u

u

t

u

u


где операторы имеют вид
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Неявный метод переменных направлений обладает вторым порядком точности с погрешностью аппроксимации 
[image: image606.wmf])
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Если полностью расписать первый шаг, получим
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(2)

А второй шаг приведем к такому виду 
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(3)

Для первого шага получающейся систему алгебраических уравнений решим методом прогонки. Приведем систему алгебраических уравнений (2) к такому виду:
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(4)

И здесь 
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Для второго шага мы получим другие значения
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Метод переменных направлений является абсолютно устойчивой схемой.

3.3 Метод матричной прогонки для уравнения эллиптического типа

Уравнения Пуассона является эллиптическим типом в частных производных. В декартовой системе координат двухмерное уравнение Пуассона имеет вид:
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(1)

Некоторые важные задачи, часто встречающиеся в приложениях, сводятся к решению одного эллиптического уравнения в частных производных. К ним относятся задачи расчета дозвукового безвихревого (потенциального) течения газа и определения стационарного поля температуры в твердом теле. Уравнения Навье — Стокса для несжимаемой жидкости — пример более сложной системы уравнений, имеющей эллиптический характер. Стационарные уравнения Навье — Стокса эллиптические, но их эллиптичность проявляется довольно сложным образом, так как эллиптический характер уравнения определяется и производными скорости, и производными давления. Нестационарные уравнения Навье — Стокса являются уравнениями смешанного эллиптически-параболического типа. Смешанный характер уравнений Навье — Стокса лучше всего подтверждается тем, что при численном решении этих уравнений они преобразуются к системе уравнений, из которых хотя бы одно параболическое, а одно — эллиптическое уравнение Пуассона.

Методы решения уравнения Лапласа, да и вообще большинства эллиптических уравнений различаются не столько методом построения конечно-разностного аналога (хотя и эти методы отличаются), сколько методом решения получающейся системы алгебраических уравнений.

Пятиточечная схема. Наиболее часто для построения конечно- разностного аналога двухмерного уравнения Лапласа используется пятиточечная схема, предложенная Рунге в 1908.

Для полноты задачи нужно будет поставить граничные условия:
Граница 1: 
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Граница 3: 
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Граница 4: 
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Разностная аппроксимации (1) можно записать в пятиточечном виде:
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(2)
Граничные условия тоже аппроксимируются с первым порядком и имеют такой вид:
Граница 1: 
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где 
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Граница 2: 
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где 
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Граница 3: 
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где 
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Граница 4: 
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где 
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Здесь 
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Представим (2) в матричном виде:
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С учетом условий на границах 2 и 4, получим:
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(3)

Потом эти условия подставим (2) и получаем вот такую систему:
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Это все запишем в матричном виде:
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(4)
где 
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E- единичная квадратная матрица (N-1)x(N-1), тогда  вектор 
[image: image645.wmf]i
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 будут иметь такой вид:
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К (4) следует прибавить условия на границах 1 и 3:
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Получаем систему следующего вида:
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(5)
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Где
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Алгоритм матричной прогонки
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Решение ищем в таком виде
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Решение на границах 2 и 4 находятся согласно (3)

3.4 Метод Якоби для двумерного уравнения эллиптического типа
Рассмотрим двухмерное уравнение Пуассона в декартовой системе координат
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(1)
В квадрате 
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(2)
Для решения задачи (1)-(2) воспользуемся методом Якоби. Разобьем квадрат равномерной сеткой из N точек по каждому направлению, обозначим 
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, тогда приближение производных конечными разностями будет иметь вид:
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запишем итерационный метод Якоби. Расчетные формулы (верхний индекс, как обычно, показывает номер итерации) для этого метода будут
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Теперь для простоты введем обозначения для узлов сетки: 
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(3)
На основе (3) построим итеративный процесс
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(4)
Граничные значения для которое получим из (2)

[image: image682.wmf]N

j

u

N

j

u

N

i

u

N

i

u

N

j

N

i

u

Nj

j

iN

i

ij

£

£

=

£

£

=

£

£

=

£

£

=

£

£

£

£

=

0

0

0

1

0

0

0

0

0

,

0

0

0

0

0


Закончим итеративный процесс, когда отклонение между значениями двух последних итераций станет меньше заданного параметра 
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3.5 Метод Гаусса-Зейделя для двумерного уравнения эллиптического типа
Рассмотрим двумерное уравнение Пуассона в декартовой системе координат
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(1)

В квадрате 
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(2)

Для решения задачи (1)-(2) воспользуемся методом Гаусса-Зейделя. Разобьем квадрат равномерной сеткой из N точек по каждому направлению, обозначим 
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, тогда приближение производных конечными разностями будет иметь вид:
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запишем итерационный метод Гаусса-Зейделя. Расчетные формулы (верхний индекс, как обычно, показывает номер итерации) для этого метода будут
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Теперь введем обозначения для узлов сетки: 
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(3)

На основе (3) построим итеративный процесс
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(4)
Граничные значения получаем из (2)
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Сначала из последнего уравнения, используя граничные условия 
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Закончим итеративный процесс, когда отклонение между значениями двух последних итераций станет меньше заданного параметра 
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3.6 Метод верхней релаксации для двумерного уравнения эллиптического типа
Рассмотрим двумерное уравнение Пуассона
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В квадрате 
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 с граничными условиями Дирихле
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(2)
Для решения задачи (1)-(2) воспользуемся методом верхней релаксации. Разобьем квадрат равномерной сеткой из N точек по каждому направлению, обозначим 
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, тогда приближение производных конечными разностями будет иметь вид:
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Рассмотрим реализацию метода верхней релаксации для разностной аппроксимации уравнения Пуассона. Переписав разностную схему в виде
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выпишем расчетные формулы для метода релаксаций. Расчетные формулы (верхний индекс, как обычно, показывает номер итерации) для этого метода будут
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Последовательность вычислений в методе релаксаций такая же, как и в методе Зейделя. Уравнения представляются в виде
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Решение 
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 вычисляется так же с левого нижнего угла области интегрирования. Основное преимущество метода верхней релаксации перед методом Зейделя состоит в существенном ускорении скорости сходимости при соответствующем выборе параметра w.
3.7 Метод дробных шагов для трехмерного уравнения параболического типа
Уравнения теплопроводности является параболическим типом в частных производных. В декартовой системе координат трехмерное уравнение теплопроводности имеет вид:
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(1)

Для полноты задачи нужно будет поставить начальные и граничные условия (в отличие от двумерного уравнения здесь будет существовать дополнительные два условия, что в итоге дает нам шесть граничных условий), к примеру
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При применении обычных методов к решению трехмерного уравнения теплопроводности с условно устойчивым алгоритмом возникают много проблем с подбором параметров для того чтобы выполнялись условия устойчивости, привели к созданию неявных схем стабилизирующих поправок Дугласа (Метод дробных шагов). Применяя схему стабилизирующих поправок, получим трехшаговую разностную схему:

Шаг 1
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Шаг 2
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Шаг 3
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где операторы имеют вид
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Расписав первый шаг, получим
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Второй шаг: 
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(3)
А третий шаг можно расписать в таком виде 
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(4)
В результате проведенного «расщепления» задача сводится к решению систем линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей. На шаге 1 такая система решается для каждой i (ряда точек с фиксированным j и k), а на шаге 2 — для каждого j (ряда точек с фиксированным i и k), а на шаге 3 для каждого k (ряда точек с фиксированным i и j). Неявный метод стабилизирующих поправок обладает вторым порядком точности с погрешностью аппроксимации 
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Для первого шага получающейся систему алгебраических уравнений решим методом прогонки. Приведем систему алгебраических уравнений (2) к такому виду:
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И здесь 
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Для второго шага мы получим иные значения
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Для третьего шага значения будут иметь вид
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Метод дробных шагов является абсолютно устойчивой схемой.

3.8 Метод переменных направлений для трехмерного уравнения параболического типа
Возьмем то же уравнения теплопроводности как в параграфе 3.7. Метод переменных направлений тоже является неявной схемой и делится на три шага. 

Шаг 1
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Шаг 2
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Шаг 3
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где операторы имеют вид
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Неявный метод переменных направлений обладает вторым порядком точности с погрешностью аппроксимации 
[image: image749.wmf])
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Давайте полностью распишем первый шаг
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(2)
Далее, расписав второй шаг, получим 
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(3)

А Третий шаг может быть расписан в виде 
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(4)

Для первого шага полученную систему алгебраических уравнений решим методом прогонки. Приведем систему алгебраических уравнений (2) к такому виду:
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(4)

И здесь
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Для второго шага мы получим отличные от первого шага значения
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Для третьего же шага мы получим
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Метод переменных направлений является абсолютно устойчивой схемой.

3.9 Метод дробных шагов для трехмерного уравнения температуры
В декартовой системе координат трехмерное уравнение температуры имеет вид:
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(1)

Применяя схему стабилизирующих поправок, описанную в главе 3.7, получим трехшаговую разностную схему:

Шаг 1
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Шаг 2
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Шаг 3
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где операторы имеют вид
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Давайте распишем последовательно все шаги:
- первый шаг:
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(2)

- второй шаг:
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(3)

- третий шаг:
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(4)

Задача сводится к решению систем линейных алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей, после применения метода «расщипления». На шаге 1 такая система решается для каждой i (ряда точек с фиксированным j и k), а на шаге 2 — для каждого j (ряда точек с фиксированным i и k), а на шаге 3 для каждого k (ряда точек с фиксированным i и j). Неявный метод стабилизирующих поправок обладает вторым порядком точности с погрешностью аппроксимации 
[image: image777.wmf])
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Для первого шага полученную систему алгебраических уравнений решим методом прогонки. Приведем систему алгебраических уравнений (2) к такому виду:
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(5)

Здесь 
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Для второго шага мы получим иные значения коэффициентов
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А для третьего шага мы получим 
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Метод дробных шагов является абсолютно устойчивой схемой.

3.10 Метод Фурье для трехмерного уравнения Пуассона
Рассмотрим трехмерное уравнение Пуассона


[image: image791.wmf])

,

(

2

2

2

2

2

2

y

x

f

z

P

y

P

x

P

-

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶





(1)

Аппроксимируя уравнения (1) получим 
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(2)
Численное решение задачи ищем в виде рядов Фурье
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(3)
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(4)
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Подставим (3) и (4) в (2) и получим
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(5)
Используя свойство 
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Можно будет переписать уравнения (5) в таком виде
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Перепишем последнее уравнение в таком виде
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Теперь мы можем сократить на 
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 и напишем уравнения для n=1
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Последнее уравнение приводим в векторный вид 
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И решаем с помощью матричной прогонки. Где коэффициенты матричной прогонки имеют такой вид
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Коэффициенты 
[image: image807.wmf]i
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 можно найти с помощью матричной прогонки мы подставляем в (3) и находим численное решение для 
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.

Глава 4. Основы математического и компьютерного моделирования для естественно-физических процессов

4.1 Математическое моделирование атмосферных процессов
В результате работы промышленных предприятий в окружающую среду выбрасываются газообразные и конденсированные продукты, например оксиды углерода, азота и серы, альдегиды, свинец и др. Кроме того, в приземном слое в процессе фотохимических реакций образуются озон и другие, опасные для здоровья человека и состояния растительного и животного мира токсиканты. При определенных метеорологических условиях даже незначительные транспортные потоки могут создавать неблагополучную экологическую обстановку в населенных пунктах. Для проектирования и строительства промышленных предприятий необходимо проводить оценку загрязнения окружающей среды с учетом вышеуказанных факторов, а также рельефа местности, характера застройки и наличия лесных массивов. Необходимо также учитывать результирующее воздействие загрязнения окружающей среды от промышленных предприятий и иных источников, например промышленных предприятий. В результате анализа существующих моделей загрязнения окружающей среды от промышленных предприятий. Для моделирования таких процессов построена математическая модель. Эта модель приближена к реальности, которая учитывает направление и скорость ветра, температура окружающей среды и связанное с этим движение нагретых продуктов выбросов от промышленных предприятий.
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Рис. 4.1 Разные примеры загрязнения атмосферы
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Для этой системы уравнений ставим такие граничные условия:

Условия на стенках: 
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Условие на поверхности земли: 
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Условие на высоте: 
[image: image821.wmf]h
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, 
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Кинематическое условие: 
[image: image823.wmf]w
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В этой системе первое уравнения описывает скорость ветра с востока на запад или запада на восток. Второе - описание скорости ветра с юга на север или севера на юг. Третье - это уравнения неразрывности. Четвертое уравнение необходимо для изменения температуры окружающей среды. Пятое - для концентрации (загрязняющее вещество), а шестое уравнение - изменения плотности.
Здесь u, v и w компоненты скорости, 
[image: image824.wmf]g

 - ускорение свободного падения, 
[image: image825.wmf]H

- геострофическое давление, 
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 - начальная плотность окружающей среды, 
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- коэффициенты диффузии, 
[image: image828.wmf]h

 - высота, 
[image: image829.wmf]b

 - коэффициент расширение и сжимаемости, 
[image: image830.wmf]a

 - коэффициент насыщенности, 
[image: image831.wmf]T

 - температура, 
[image: image832.wmf]S

 - концентрация.
Численный алгоритм для решения системы уравнений:

1) Уравнение (4) решаем с помощью методом дробных шагов, который был подробно описан в главах 3.1 и 3.7.

2) Решение уравнение (5) находится  аналогично первому пункту, методом дробных шагов.
3) Найденную температуру (T) и концентрацию (S) подставляем в уравнение (6) и находим плотность 
[image: image833.wmf]r

.
4) Далее найденную плотность (
[image: image834.wmf]r

) подставляем в уравнения (1) и (2) и снова применяем метод дробных шагов. Ввиду того, что количество неизвестных больше, чем количество уравнений, решение не очевидно. Поэтому необходимо применить метод расщепления по физическим параметрам. Для этого при решении (1) и (2) уравнений методом дробных шагов не учитываем давление (P). Давайте напишем алгоритм для первого уравнения. С помощью метода дробных шагов находим 
[image: image835.wmf]3
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, а для третьего шага 
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 добавляем давление (P), которое не было учтено до этого
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(1)

Решение будем искать в 
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виде.
(2)

Теперь подставим (2) в (1) и получим
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Последнее уравнения разделим на два уравнения 
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(3)
Второе уравнение, относящееся к (3) системе, можно сократить на 
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, в результате получим

[image: image844.wmf]i

i

i

i

i

i

i

D

C

B

A

=

+

+

-

+

1

1

a

a

a



[image: image845.wmf]g
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Отсюда с помощью матричной прогонки можно найти 
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 и 
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.
А для второго уравнения мы используем
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(4)

и проделываем такую же операцию как для 
[image: image849.wmf]i

n

u

1

+

.
5) Теперь интегрируя (3) систему уравнений по z получим 
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Используя кинематическое условие, можно будет переписать последнее уравнения в таком виде
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(5)
Теперь подставим в (5) уравнения (2) и (4) и получим 
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Так как коэффициенты 
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 не зависят от z , то можно будет записать последнее уравнения в таком виде
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Последнее уравнения решаем с помощью матричной прогонки 
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Приводим к векторному виду последнее уравнения и находим все коэффициенты
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Далее решаем с помощью матричной прогонки, которая была описана в главе 3.3.
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Рис. 4.2 Разные примеры численных расчетов атмосферных процессов
4.2 Математическое моделирование загрязнения океанов
Растущая добыча нефти, глобализация нефтеперевозок и ввод в эксплуатацию новых месторождений, как на суше, так и на континентальном шельфе, с каждым годом приводит к увеличению количества нефтеразливов и огромным финансовым и природным потерям. Нефтяное загрязнение неизбежно связано с любыми операциями по добыче и транспортировки нефти, его масштабы могут быть различны, как незначительными и легко устраняемыми, так и катастрофическими. Экологические последствия разливов нефти при авариях танкеров и нефтеналивных судов обсуждаются учеными и исследователями со всего мира. Способность нефти покрывать тонкой пленкой большие акватории моря при сравнительно небольших разливах приводит к тому, что даже незначительный разлив приводит к крайне негативным последствиям. Большую опасность такое загрязнение представляет для морских птиц, которые при прямом контакте с нефтью теряют изоляционные и водоотталкивающие свойства перьевого покрова, что может вызвать смерть птицы от переохлаждения. Наиболее вредные последствия разлива нефти для рыб наблюдаются в мелководной части моря, в зонах циркуляции воды и размножения рыбы. Рыбы на ранних стадиях жизни более чувствительны к воздействию нефти, чем взрослые особи, поэтому значительное число рыб на этой стадии погибает при соприкосновении с достаточно высокими концентрациями токсичных компонентов нефти в водной толще. Крупномасштабные аварийные разливы нефти могут оказывать воздействие на морских млекопитающих путем прямого загрязнения тела нефтью, при вдыхании животными токсичных летучих ароматических углеводородов, а также в результате попадания нефти в пищеварительную систему при загрязнении природных источников пищи.

Зависимость мировой экономики от нефтеуглеродного сырья, и, соответственно, необходимость его транспортировки от производителя до потребителя заставляет искать эффективные пути обеспечения экологической безопасности перевозок нефти. Были подписаны и выполняются международные конвенции и соглашения, регламентирующие ответственность перевозчиков за возможные разливы, значительно улучшены технические характеристики танкеров, повышена эффективность служб береговой охраны и проводки судов, созданы международные и региональные центры мониторинга и реагирования на нефтеразливы. Но, несмотря на все принимаемые меры, проблема загрязнения морей нефтепродуктами по-прежнему остается актуальной.

В настоящее время имеется множество способов борьбы с нефтяными загрязнениями. Наибольшее распространение получили механические и биодеструкционные методы.

Но механические методы лишь частично решают проблему сбора основного количества нефти и совсем малоэффективны и в случае, когда нефть растекается тонкой пленкой, в таких случаях обычно используют так называемые биодеструкционные методы.

Биодеструкционные методы очистки акваторий морей от нефти и нефтепродуктов признаны во всем мире, так как они являются безвредными, экологически чистыми, а также предполагают возможность восстановления естественной среды. Благодаря воздействию нефтеокисляющих микроорганизмов нефть трансформируется до простых соединений, происходит накопление нового органического вещества и дальнейшее включение его в круговорот углерода в водоемах. Биодеструкционные методы связанные с применением нефтеокисляющих микроорганизмов в настоящее время получили широкое распространение, т.к. они предназначены для разрушения именно тонкой нефтяной пленки, они экономически более эффективны.
Ниже приведена математическая модель нефтяного загрязнения вод океана с источников загрязнения.

После того как нефть поднимается на поверхность океана в зависимости от типа нефти, погоды, ветровых и волновых условий, так же как воздушной и морской температуры начинаются разнообразные физические (адвекции, диффузии и растекания), химические (испарения, растворения и эмульгирования), и биологических процессы деструкции нефти.
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Рис. 4.2 Разные примеры нефтяного загрязнения океанов и морей
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Для этой системы уравнений ставим следующие граничные условия:
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на побережье: 
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условия на поверхности океана: 
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кинематическое условие: 
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[image: image882.wmf]h

 - океанская волна.
Первое уравнение описывает скорость ветра с востока на запад или же в обратном направлении. Второе уравнение описывает скорость ветра с юга на север или севера на юг. Третье - уравнение неразрывности. Четвертое - уравнение для изменения температуры окружающей среды. Пятое - уравнение - для концентрации (соленость). Шестое - уравнение концентрации нефти, а седьмое - описывает изменения плотности.

Здесь u, v и w компоненты скорости, 
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 - ускорение свободного падения, 
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 - океанская волна, 
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r

 - начальная плотность окружающей среды, 
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- коэффициенты диффузии, 
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 - высота, 
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 - коэффициент расширение и сжимаемости, 
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 - коэффициент насыщенности, 
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 - температура, 
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 - концентрация, 
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- концентрация нефти.
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В уравнениях (1) и (2) используется 
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Где 
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[image: image896.wmf]n
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Функция 
[image: image897.wmf]f

 используется для того, чтобы математическая модель учитывала реальный береговой контур, и этот метод называется методом фиктивных областей. 
Численный алгоритм для решения системы уравнений:

1) Уравнение (4) решаем с помощью метода дробных шагов, который был подробно описан в главах 3.1 и 3.7.

2) Решаем уравнение (5) так же, методом дробных шагов.

3) Найденную температуру (T) и концентрацию (S) подставляем в уравнение (6) и находим плотность 
[image: image898.wmf]r

.

4) Найденную плотность (
[image: image899.wmf]r

) подставляем в уравнения (1) и (2) и снова применяем метод дробных шагов. Ввиду того, что количество неизвестных превышает количество уравнений, необходимо использовать метод расщепления по физическим параметрам. С этой целью решаем (1) и (2) уравнения методом дробных шагов без учета океанской волны. Давайте напишем алгоритм для первого уравнения. С помощью метода дробных шагов находим 
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/

1

+

n

u

 и 
[image: image901.wmf]3

/

2

+

n

u

, а для третьего шага 
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 добавляем океанскую волну, которая не была учтена до этого
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(1)

Решение будем искать в виде 
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(2)

Теперь подставим (2) в (1) и получим
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Последнее уравнения разделим на два уравнения
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g

x

C

x

B

x

A

i

i

i

i

i

i

¶

¶

-

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

-

+

h

h

b

h

b

h

b

1

1



(3)

Сокращая второе уравнение (3) системы на 
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, получаем
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Отсюда с помощью матричной прогонки можно будет найти 
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 и 
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А для второго уравнения примем 
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(4)

и проделываем такую же операцию как для 
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5) Теперь интегрируя (3) систему уравнений по z получим 
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Используя кинематическое условие, можно будет переписать последнее уравнение в таком виде 
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(5)

Теперь подставив в (5) уравнения (2) и (4), получим
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Так как коэффициенты 
[image: image918.wmf]i
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 не зависят от z, то последнее уравнение в виде
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Данное уравнение решаем с помощью матричной прогонки 


[image: image920.wmf]ij

ij

ij

n

ij

n

ij

n

j

i

n

ij

n

j

i

n

ij

n

ij

n

S

S

y

x

t

3

1

2

1

1

1

1

1

2

1

1

1

1

1

1

2

2

-

-

=

D

+

-

+

+

D

+

-

+

D

-

-

+

+

+

+

-

+

+

+

+

+

h

h

h

h

h

h

h

h


Находим коэффициенты, приводя все то же уравнение к векторному виду
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Далее решаем с помощью матричной прогонки, которая была описана в главе 3.3.

6) Шестое уравнения для концентрации нефти аппроксимируем и решаем тоже с помощью матричной прогонки
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Приводим к векторному виду последнее уравнение и находим все коэффициенты
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[image: image927.wmf]x
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[image: image929.wmf]t
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Далее решаем с помощью матричной прогонки, которая была описана в главе 3.3.
[image: image930.jpg]



[image: image931.png]



[image: image932.jpg]S
S
S
T
e





[image: image1145.png]



Рис. 4.2 Разные примеры численного моделирования нефтяного загрязнения морей

4.3 Математическое моделирование краткосрочного прогноза погоды
Численное моделирование является одним из основных средств для решения задач прогноза погоды и теории климата. Особенно большое значение приобретает проблема численного моделирования при изучении вариаций климата под влиянием естественных и антропогенных факторов и при оценке влияния деятельности человека на окружающую среду. Выбор и обоснование физической моделей для данного класса задач тесно связаны с исследованием фундаментальных вопросов устойчивости, предсказуемости и чувствительности физических системы, состоящей из атмосферы, океана, снежного покрова, континентов и биосферы, которую обычно называют климатической системой. Предсказуемость определяет возможности научно-детерминированного подхода к предсказанию физических процессов и тем самым определяет возможности построения математических моделей для описания и предсказания поведения климатических системы или ее частей. Чувствительность характеризует степень устойчивости этой системы по отношению к вариациям внешних воздействий и внутренних параметров. Если воздействия антропогенных факторов интерпретировать как возмущения, вносимые в систему, то оценку их влияния можно рассматривать как один из прикладных аспектов теории чувствительности.

Задачей краткосрочного прогноза погоды (от нескольких часов до нескольких суток) является задача нахождения нестационарного решения системы нелинейных дифференциальных уравнений гидротермодинамики атмосферы с заданными краевыми и начальными условиями. В задачах долгосрочного прогноза погоды определяются некоторые обобщенные или осредненные характеристики поведения атмосферы. Численный эксперимент по общей циркуляции атмосферы состоит в интегрировании соответствующих уравнений на длительный срок при идеализированных начальных данных. Нахождение стационарного решения или решения с годовым периодом есть численный эксперимент по климатическому фону. Математическая модель для краткосрочного прогноза погоды выглядит в таком виде
1) 
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Граничным условием поставим 
[image: image940.wmf]0
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 для всей области. Начальные данные берутся со спутников и метеорологических приборов на земле.
Первые два уравнения аналогичны главе 4.2. Третье уравнение - изменения температуры окружающей среды. Четвертое - для появления и исчезновения дождя. Пятое - для изменения давление. Шестое - для изменения вертикальной скорости, а седьмое - для изменения геопотенциального давления.

Здесь u, v компоненты скорости, 
[image: image941.wmf]3

2
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,

,

k

k

k

- коэффициенты диффузии, 
[image: image942.wmf]s

 - высота, 
[image: image943.wmf]T

 - температура, 
[image: image944.wmf]F

 - появления и исчезновения дождя, 
[image: image945.wmf]m

- стереометрический коэффициент, 
[image: image946.wmf]p

- давление на высоте, 
[image: image947.wmf]Q

- температурный баланс, 
[image: image948.wmf]s

P

- давление на земле, 
[image: image949.wmf])
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- движение по вертикали, 
[image: image950.wmf]f

 - сила Кориолиса, 
[image: image951.wmf]R

 - универсальная газовая постоянная, 
[image: image952.wmf]g

 - ускорение свободного падения.
Численный алгоритм для решения системы уравнений:

1) Решаем (5) уравнение с помощью матричной прогонки.

2) Найденное 
[image: image953.wmf]p

 подставляем в (3) уравнение и находим решение с помощью метода дробных шагов, которое было подробно описано в главах 3.1 и 3.7.

3) Найденную температуру (T) подставляем в уравнение (7) и находим 
[image: image954.wmf]F

.

4) Найденные все значения подставляем в уравнения (1) и (2) и тоже решаем с помощью метода дробных шагов.
5) Найдены u и v подставляем в уравнения (6) и находим 
[image: image955.wmf].

·
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6) Затем найденные все значения подставляем в (4) уравнение и решаем с помощью метода матричной прогонки.
[image: image956.png]
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Рис. 4.3 Разные примеры прогноза погоды.
4.4 Математическое моделирование тропических циклонов (торнадо)
Тропические циклоны относятся к погодным системам синоптического масштаба с циклоническим вращением воздуха на нижних уровнях атмосферы. Тропические циклоны возникают и развиваются в тропических широтах над океаном и обычно четко выделяются как отдельные перемещающиеся образования в полях облачности, ветра, приземного давления, температуры и влажности воздуха, осадков. Подчеркивая их существенные отличия от циклонов средних широт, часто указывают на их нефронтальное происхождение и зарождение только над океанами, близкую к концентрической форму и относительно малые размеры. Во всем диапазоне интенсивности - от бесформенных облачных скоплений с ветром менее 10 м/с до супер-тайфунов с ветром более 60 м/с - тропические циклоны постоянно наблюдаются в тропиках, а отдельные, проходя тысячи километров, поднимаются до широт 50-60° с.ш., возмущая циркуляцию атмосферы средних широт. Они являются неотъемлемым элементом картины общей циркуляции атмосферы, определяя в значительной мере взаимодействие атмосферы с океаном и гидрологические характеристики верхних его слоев в районах их перемещения, меридиональный перенос тепла и пара в атмосфере. Области зарождения и эволюции тропических циклонов ограничены примерно параллелями 35 с.ш. и 25 ю.ш., что составляет более 50% площади Мирового океана. Это обусловливает важность научных аспектов исследований самих тропических циклонов и взаимодействия их с океаном. Значительный материальный ущерб, наносимый при выходе интенсивных тропических циклонов на побережье, большое влияние их на хозяйственную деятельность в морях и океанах делают исследования тропических циклонов актуальными с практической точки зрения. При этом обычно целью исследований является решение задач прогноза интенсивности и перемещения ураганов и тайфунов, а также вызванных ими возмущений уровня моря, состояния поверхности, гидрологической структуры верхних слоев океана. Случай тропического циклогенеза на широте 30° ю.ш., зарегистрированный в южной Атлантике, указывает на возможные изменения в географии районов зарождения ТЦ.

Большой научный интерес тропическим циклонам представляют для геофизической гидродинамики, в которой одним из основных объектов исследования являются вихревые образования в атмосфере и океане, процессы и механизмы их возникновения и эволюции. При этом многие черты тропических циклонов, а так же основные физические механизмы, определяющие их структуру и эволюцию, можно найти и в других барических системах атмосферы и в океанских вихрях. Так, по структуре подобными тропические циклоны являются субтропические и зимние циклоны над океаном, полярные мезоциклоны, развивающиеся также над океаном. Кроме этого, в локализованных областях глубокой конвекции в океанах и морях развиваются вихревые структуры, напоминающие тропические циклоны. Известные в геофизической гидродинамике разнообразные эффекты вращения могут проявляться в тропических циклонов в более широком диапазоне характерных чисел подобия, чем это обычно принято в приближениях динамики атмосферы и океана.

Исследования тропических циклонов в настоящее время проводятся по многим направлениям: климатология, зарождение и развитие, структура и энергетика, перемещение и взаимодействие с океаном, численное моделирование эволюции и перемещения тропических циклонов. Задачи, решаемые при этом, тесно связаны с проблемами физики атмосферы и океана, метеорологии и океанологии, динамики системы океан-атмосфера и климата, проблемами интерпретации данных дистанционных методов зондирования атмосферы и океана, которые в последние десятилетия становятся основными в наблюдении и оценке характеристик тропических циклонов. Ниже приведена математическая модель тропических циклонов
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Рис. 4.3 Разные примеры тропических циклонов (торнадо).
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Для данной системы ставим аналогичные начальные и граничные условия как в главе 4.3.
Первые два уравнения аналогичны главам 4.2 и 4.3. Третье уравнение - давление на поверхности земли. Четвертое - изменение вертикальной скорости. Пятое уравнение описывает локальные изменения скорости. Шестое - изменения геопотенциального давления. Седьмое описывает температуры окружающей среды, а восьмое - изменения влажности.
Здесь u, v и w компоненты скорости, 
[image: image973.wmf]k

- коэффициенты диффузии, 
[image: image974.wmf]s

 - высота, 
[image: image975.wmf]T

 - температура, 
[image: image976.wmf]q

 - влажность, 
[image: image977.wmf]p

- давление на высоте, 
[image: image978.wmf]Q

- температурный баланс, 
[image: image979.wmf]n

P

- давление на земле, 
[image: image980.wmf])
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- движение по вертикали, 
[image: image981.wmf]f

 - сила Кориолиса, 
[image: image982.wmf]F

 - геопотенцальное изменения, 
[image: image983.wmf]R

 - универсальная газовая постоянная, 
[image: image984.wmf]g

 - ускорение свободного падения.
Численный алгоритм для системы уравнений:

1) Решаем уравнение (3) с помощью матричной прогонки.

2) 
[image: image985.wmf]n

P

 подставляем в (4) уравнение и находим 
[image: image986.wmf].
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3) Подставляя найденные переменные в уравнение (5), решаем конечно разностным методом.
4) Найденные значения 
[image: image987.wmf]n

P

 подставляем в уравнения (1) и (2) и так же решаем с помощью метода дробных шагов.
5) Найденные u и v подставляем в уравнения (7) и находим w.
6) Объединяя все известные значения в (8) уравнение, решаем с помощью метода матричной прогонки.
Пример численного моделирования

[image: image988.png]



Рис. 4.4 Пример численного моделирования тропических циклонов (торнадо).
4.5 Математическое моделирование внутренних течений
В современной науке для изучения самых разнообразных природных явлений, технологических процессов и экологических проблем широко используется математическое моделирование. Исходный объект заменяется математической моделью, которая исследуется средствами вычислительной математики. Математическое моделирование сочетает в себе многие достоинства как теории, так и эксперимента. Работа с моделью объекта дает возможность относительно быстро и без существенных затрат исследовать его свойства и поведение в различных ситуациях (преимущества теории). В то же время вычислительные эксперименты с моделями объектов позволяют подробно и глубоко изучать объекты в достаточной полноте, недоступной теоретическим подходам (преимущества эксперимента). Совместное использование физического и вычислительного экспериментов в исследовании объекта позволяет, с одной стороны, уменьшить количество натурных дорогостоящих измерений, а с другой стороны - провести верификацию и усовершенствование математических моделей.

Широкий круг проблем, стоящих перед современной наукой и техникой, связан с изучением движения жидкости. Для описания явлений используются модели стационарных и нестационарных течений, вязкой и невязкой жидкости, пограничных слоев и другие.

В рамках выбранной математической модели, состоящей из системы дифференциальных уравнений и краевых условий (и начальных - для нестационарной задачи), определяется поведение течения жидкости в тех или иных условиях. Эффективным способом решения дифференциальных уравнений являются численные методы. В отличие от аналитических методов, где практически для каждой задачи разрабатываются свои самостоятельные приемы решения, численные методы отличаются большей универсальностью и применимы для исследования широкого класса задач.

При подборе методов решения необходимо учитывать особенности исследуемых течений и соответствующих математических моделей. В диссертационной работе рассматриваются стационарные, внутренние, однофазные, химически однородные течения. Движение вязкой несжимаемой жидкости описывается уравнениями Навье - Стокса.
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Рис. 4.4 Пример внутреннего течения.
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(4)
Решаем эту систему уравнений с помощью метода расщепления по физическим параметрам.
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(7)
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 - зависит от x координаты, 
[image: image999.wmf]2

P

 - зависит от y и z координат.
Следовательно, можно найти 
[image: image1000.wmf]Q

 - приток с помощью компоненты скорости 
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Подставив в последнее уравнение (5), получим
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Затем в уравнение неразрывности (4) подставляем (5), (6) и (7)
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И наконец, приводим к такому виду
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Полученное уравнение Пуассона решаем с помощью матричной прогонки.

4.6 Математическое моделирование химических процессов в замкнутом помещении
Производство и переработка цветных металлов сопровождается образованием разнообразных жидких, твердых и газообразных отходов. В результате этого окружающая среда загрязняется токсичными соединениями цинка, меди, свинца, никеля и других элементов. Проблема обезвреживания отходов и их переработки на товарные продукты стоит перед каждым предприятием цветной металлургии и является актуальной.

Основными отходами являются медно-цинковые возгоны, далее цинковые пыли (ЦП), образующиеся при выплавке латуней на заводах ОЦМ. Эти отходы относятся к тонким пылям, образуются за счет возгонки легколетучих Ъа, РЬ, С(1 и нелетучих Си, Бе, N1 металлов, их окислении до оксидов и конденсации паров с образованием частиц размером м. В настоящее время в месяц на одном заводе образуется ~ 30 тонн ЦП. Несмотря на значительное содержание оксида цинка (до 80 масс. %), пылевозгоны как 7п-содержащее сырье не используются. Совместно с другими твердыми отходами предприятий они попадают на шламовые поля или же продаются как вторичные медьсодержащие материалы.

Для переработки этих отходов решено использовать сернокислотное выщелачивание с последующей очисткой раствора от примесей и получением технического цинкового купороса.

В отличие от известной сернокислотной схемы предложено проводить переработку пылей совместно с другими отходами производства: отработанными травильными растворами (ОТР), содержащими серную кислоту; отработанным хромовым электролитом (ОХЭ), содержащий хрома (VI), цинковой изгарью (ЦИ), содержащей металлический цинк. В настоящее время отработанные растворы нейтрализуют в цехе, полученные сточные воды очищают, затем сливают в водохранилище или ближайшую реку.

Математическое моделирование химических процессов является наиболее перспективным способом определения равновесного фазово-химического состава химических систем различной природы. Моделирование химических процессов (превращений, реакций) имеет следующие преимущества:

1) Возможность исследовать сложные системы, в которых участвует большое количество химических веществ в широком диапазоне параметров состояния (как внешних, так и внутренних — давление, температура, концентрация), с чем не способны справиться экспериментальные методы.

2) Оперативность получения результата — расчет на компьютере гораздо быстрее экспериментального определения.

3) Точность определения равновесного состава — в результате расчета мы получаем равновесный состав системы и тем самым определяем движущие силы процесса.
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Рис. 4.5 Разные примеры химических процессов в замкнутом помещении.
1) 
[image: image1010.wmf])

(

)

(

)

(

1

3

2

1

z

u

k

z

y

u

k

y

x

u

k

x

x

P

z

u

w

y

u

v

x

u

u

t

u

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

+

+

¶

¶

-

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

r



(1)

2) 
[image: image1011.wmf])

(

)

(

)

(

1

3

2

1

z

v

k

z

y

v

k

y

x

v

k

x

y

P

z

v

w

y

v

v

x

v

u

t

v

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

+

+

¶

¶

-

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

r



(2)

3) 
[image: image1012.wmf])

(

)

(

)

(

1

3

2

1

z

w

k

z

y

w

k

y

x

w

k

x

z

P

z

w

w

y

w

v

x

w

u

t

w

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

+

+

¶

¶

-

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

r



(3)

4) 
[image: image1013.wmf]0

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

z

w

y

v

x

u






(4)

5) 
[image: image1014.wmf])

(

)

(

)

(

3

2

1

z

T

k

z

y

T

k

y

x

T

k

x

z

T

w

y

T

v

x

T

u

t

T

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

=

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶


6) 
[image: image1015.wmf])

(

)

(

)

(

3

2

1

z

C

k

z

y

C

k

y

x

C

k

x

z

C

w

y

C

v

x

C

u

t

C

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

+

¶

¶

¶

¶

=

=

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶

+

¶

¶


7) 
[image: image1016.wmf])

1

(

0

S

T

a

b

r

r

+

-

=


Поставим единственное граничное условие 
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Численный алгоритм для системы уравнения:

1) Решаем уравнения (5) с помощью метода дробных шагов, который был подробно описан в главах 3.1 и 3.7.

2) Уравнения (6) решается аналогично 1 пункту.
3) Найденную температуру (T) и концентрацию (S) подставляем в уравнение (7) и находим плотность 
[image: image1023.wmf]r

.

4) Найденную плотность (
[image: image1024.wmf]r

) подставляем в уравнения (1) и (2) и так же решаем с помощью метода дробных шагов. Но так как в двух уравнениях у нас три неизвестных решение системы не очевидно. Для этого необходимо применить метод разложение по физическим параметрам. Для этого мы решаем (1) и (2) уравнения методом дробных шагов без давления.
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(5)
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(7)

Далее в уравнения неразрывности (4) подставляем (5), (6) и (7)
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И приводим к такому виду
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Полученное трехмерное уравнение Пуассона решается с помощью метода Фурье, который описан в главе 3.10.
4.7 Математическое моделирование ближнего космоса
В последнее десятилетие наблюдается существенное расширение исследований плазмы и возможностей ее практического использования. В лабораторных условиях одной из важнейших является проблема нагрева высокотемпературной сильноионизированной плазмы с целью осуществления в ней реакции управляемого термоядерного синтеза, в том числе с помощью мощного радио- или оптического излучения и быстрых потоков нейтральных частиц. Интерес к слабоионизированной плазме определяется прежде всего созданием магнитогидродинампческих (МГД) преобразователей энергии, в основу которых положен принцип использования ионизированного газа в качестве проводника, пересекающего силовые линии магнитного поля. Среди других многочисленных примеров практического применения плазмы можно указать на плазменные ускорители, генераторы и газоразрядные приборы. Возникла новая область электроники — плазменная электроника, в которой одним из наиболее перспективных направлений стало использование плазменных эффектов в твердых телах с целью усиления и генерации колебаний и волн. 

С плазмой приходится очень часто встречаться и в естественных условиях. Изучение плазмы ионосферы и космического пространства необходимо при решении ряда проблем распространения радиоволн, солнечно-земной физики, при интерпретации огромного наблюдательного материала по радиоизлучению галактических и метагалактических объектов, межзвездной среды и звездных атмосфер. В этих случаях исследователям приходится сталкиваться с множеством разнообразных задач гидродинамики и кинетики плазмы, связанных с генерацией, распространением и поглощением волн в плазме, взаимодействием волн и частиц, развитием в плазме неустойчивостей.

Например, возникновение и развитие такого крупного раздела теоретической астрофизики, как космическая электродинамика было обусловлено применением методов магнитной гидродинамики. Магнитогидродинамический подход оказался плодотворным при изучении крупномасштабных процессов в галактической и метагалактической плазме, в солнечном ветре, представляющем собой истечение корональной плазмы в межпланетное пространство, при описании взаимодействия солнечного ветра и магнитосферы Земли, а также ряда явлений в ионосфере. Вместе с тем кинетический метод описания процессов в плазме позволил существенно продвинуться в решении задач об излучении и поглощении волн, о мелкомасштабном расслоении плазмы и др.

Очень многообразны проблемы электродинамики магнитосферных явлений. Само объяснение формирования магнитосферы Земли при обтекании солнечным ветром геомагнитного поля приводит даже при сильной идеализации к необходимости решения сложной задачи магнитной гидродинамики. Достаточно трудными являются и задачи ионосферной физики, при решении которых кроме влияния на ионосферу солнечного ионизирующего излучения и многообразных рекомбинационных процессов необходимо учитывать эффекты электродинамического взаимодействия ионосферы и магнитосферы, а иногда и ее динамическое взаимодействие с нижними слоями атмосферы.

Волновые явления в космической плазме занимают особое место. Можно упомянуть, например, что с низкочастотными волнами в плазме связывают решение проблемы нагрева солнечной короны. Высокочастотные волновые явления определяют неравновесное излучение плазмы в радио- и более коротковолновом диапазонах электромагнитных волн.

Излучение из плазмы и ее влияние на характер распространения радиоволн лежат в основе многочисленных методов исследования ионосферы и космического пространства. Спорадическое радиоизлучение Солнца и звезд, радиоизлучение Юпитера и магнитосферы Земли являются одним из основных методов диагностики параметров плазмы. Эффекты поглощения и рассеяния радиоволн широко используются при изучении ионосферы и космической среды.

Физика ионосферы является одной из тех областей, где исследования различных явлений в плазме имеют определяющее значение ввиду их тесной связи с практикой распространения радиоволн. В этих исследованиях используется и наиболее обширный арсенал экспериментальных методов и средств, опирающихся на эффекты распространения радиосигналов. Следует заметить, что многие экспериментальные методы, разработанные ранее для изучения ионосферы и космической среды, в последние годы используются и для диагностики параметров лабораторной плазмы.

Если говорить о распространении в магнитосферной плазме электромагнитных волн, то здесь нужно в первую очередь упомянуть о низкочастотных волнах в диапазоне частот 1—15 кГц, который называют иногда свистовым диапазоном. Радиоизлучение на этих частотах возникает при разряде молний и может генерироваться специальными передатчиками. Важной его особенностью является возможность проникновения из ионосферы в магнитосферу, что связано с влиянием геомагнитного поля. При определенных обстоятельствах радиоизлучение канализируется и распространяется вдоль силовых линий магнитного поля Земли. Так, например, радиоизлучение, возникшее при вспышке молнии в северном полушарии, может по «подковообразному» пути последовательно пройти через ионосферу и магнитосферу и быть принято в южном полушарии (или же после отражения вернуться в район генерации). Из-за дисперсии плазмы излучаемые молниями сигналы в виде помех после однократного или многократного прохождения через магнитосферу воспринимаются уже не как трески, а как свистящие звуки с постепенно понижающейся частотой. Эти сигналы грозового происхождения получили название свистящих атмосфериков (свистов).

Свистящие атмосферики являются не единственными представителями принимаемых на Земле электромагнитных низкочастотных сигналов естественного происхождения, имеющих «звуковую» окраску. Если интересоваться только свистовым диапазоном, то и в нем существует несколько различных по своим спектральным свойствам излучений, получивших название ОНЧ-излучений. Эти излучения не связаны с молниями и имеют чисто магнитосферное происхождение. На более низких частотах в магнитосфере могут возбуждаться колебания (волны) магнитогидродинамического характера, которые на наземных станциях регистрируются как пульсации геомагнитного поля.

Одна из интересных проблем взаимодействия волн и частиц связана с нелинейными явлениями, возникающими при воздействии на ионосферную плазму мощным коротковолновым радиоизлучением. Успешные эксперименты позволили осуществить искусственное возбуждение мелкомасштабных ионосферных неоднородностей, генерацию низкочастотного радиоизлучения ионосферных токовых систем и др. Все это позволяет говорить о новом эффективном инструменте изучения ионосферы.

Из приведенного беглого обзора видно многообразие проблем, связанных с излучением плазмы и распространением в ней различных волн. Это относится к плазме естественного происхождения не в меньшей степени, чем к лабораторной плазме. Без овладения методами физики плазмы и активного использования ее результатов невозможно развитие исследований в области распространения радиоволн, радиоастрономии, во многих разделах астрофизики и геофизики.
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- коэффициент динамической вязкости электронного газа, 
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- коэффициент динамической вязкости ионного газа, 
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- коэффициент динамической вязкости нейтронного газа 
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 - магнитное поле, 
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 - количество электронов, 
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 - потоки тепла полностью ионизированной плазме, 
[image: image1051.wmf]e

M

 - масса электрона, 
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M

 - масса иона, 
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M

 - масса нейтрона, 
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 - полная энергия, 
[image: image1055.wmf]e

 - кинетическая энергия.

Численный алгоритм для системы уравнения:

1) Уравнения (1), (2) и (3) решаем с помощью метода дробных шагов и находим компоненты скорости для электрона, иона и нейтрона.

2) Потом решаем уравнения (4), (5) и (6) с помощью метода Фурье в сочетание с матричной прогонки и находим давления для каждой компоненты электрона, иона и нейтрона.

3) Найденные значения подставляем в уравнения (7), (8) и (9) и находим температуру для компоненты электрона, иона и нейтрона.

Глава 5. Методы расчетов турбулентных процессов

5.1 Уравнения Навье - Стокса. Безразмерное уравнение Навье – Стокса

Перейдем к рассмотрению условий подобия двух изотермических потоков ньютоновских вязких несжимаемых жидкостей с различными, непостоянными плотностями и вязкостями. Следуя только что указанному приему сравнения безразмерных дифференциальных уравнений и соответствующих им граничных и начальных условий, приведем уравнения Навье — Стокса к безразмерному виду, выбрав в качестве масштабов времени, длин (в частности, координат), скоростей, давлений и объемных сил соответственно некоторые характерные для потока постоянные величины: 
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Обозначая штрихом безразмерные значения времени, координат, скоростей, давлений и сил, положим (здесь удобнее пользоваться буквенной индексацией: х, у, z, u, v, w)
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Возьмем уравнения Навье-Стокса
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(4)
Подставим (1) в (2), (3) и (4) для простоты уберем верхнее штрих и напишем в обычных обозначениях.
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Теперь последнее уравнения сократим на 
[image: image1072.wmf]L
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В последнее уравнение можно ввести следующие безразмерные одночленные комплексы, называемые «числами подобия»:
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- число Эйлера, 
[image: image1079.wmf]Re

- число Рейнольдса.
И перепишем уравнения в безразмерном виде
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5.2 Методы моделирования турбулентных течений.


Наш мир устроен таким образом,  что большинство течений,  интересных с практической точки зрения, являются турбулентными.

Рассмотрим, например, воздух. Вязкость 
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. Переход от ламинарного режима течения к турбулентному осуществляется, в зависимости от типа течения, при числе Рейнольдса 
[image: image1084.wmf]5
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. Это означает, что переход происходит при произведении линейного масштаба на скоростной 
[image: image1085.wmf]с

м

LU

/

10

10

~

2

0

3

¸

-

, что весьма немного. Легко убедиться, что в таких задачах как обтекание самолета или автомобиля, течение атмосферы, обтекание лопаток турбин и даже охлаждение процессора компьютера течение является турбулентным.

Такое существенное соприкосновение нашей жизни с турбулентными течениями само по себе является достаточным поводом для тщательного изучения турбулентности. Попробуем на качественном уровне («на пальцах»)  разобраться в том,  что такое турбулентность. Существует множество определений более или менее удачно и полно отражающих природу турбулентности, однако очевидно, что ни одно из них не сможет в полной мере передать сущность такого сложного и многоликого явления.  Остановимся пока на простейшем из определений: «турбулентность –  хаотические пульсации физических величин в пространстве и во времени».
Краткий обзор методов расчета турбулентных течений

Несмотря на интенсивное развитие вычислительной техники и впечатляющие успехи, достигнутые в последние годы как в области построения эффективных численных алгоритмов, предназначенных для решения задач гидромеханики и тепломассопереноса, так и в разработке сопутствующего математического обеспечения  (генераторы сеток, интерактивные системы ввода данных и системы визуализации результатов расчетов), проблема численного моделирования турбулентности,  как и на протяжении многих предшествующих десятилетий,  по-прежнему остается одной из наиболее сложных и актуальных проблем механики жидкостей. В отличие от ламинарных течений однофазной среды  (жидкости или газа),  расчет которых,  благодаря отмеченным выше достижениям, стал во многом рутинной процедурой,  надежное предсказание характеристик сложных турбулентных течений,  представляющих наибольший практический интерес по целому ряду причин  (принципиально трехмерный нестационарный характер, стохастическая природа и исключительно широкий пространственно-временной спектр турбулентности) все еще остается скорее искусством, чем строгой наукой. Вместе с тем, общий прогресс вычислительной гидродинамики и тепломассопереноса не мог не сказаться и на состоянии проблемы численного моделирования турбулентности.  Рассмотрим различные подходы, применяемые для расчета турбулентных течений.
Прямое численное моделирование (DNS).

Суть этого подхода состоит в непосредственном решении трехмерных нестационарных уравнений Навье-Стокса с использованием пространственных сеток и шагов интегрирования по времени, достаточных для разрешения всех существенных для рассматриваемого течения, в том числе, и коротковолновых пространственно-временных неоднородностей. Очевидно, что этот подход является максимально строгим,  так как он базируется лишь на одном,  достаточно обоснованном предположении о применимости уравнений Навье-Стокса для описания турбулентных течений. Однако, не менее очевидно и то,  что для его численной реализации необходимо использовать очень мелкие сетки, количество узлов которых должно резко увеличиваться с ростом числа Рейнольдса.


Действительно,  в рамках этого подхода необходимо разрешить наиболее мелкие вихри, имеющие характерный размер 
[image: image1086.wmf]4
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. Зависимость количества узлов сетки в одном направлении от числа Рейнольдса можно оценить следующим образом.
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Поскольку DNS  требует трехмерного нестационарного расчета,  стоимость расчета пропорциональная общему количеству узлов сетки и количеству шагов по времени пропорциональна 
[image: image1088.wmf]3

Re

. Это означает, что при увеличении числа Рейнольдса в 2 раза затраты увеличиваются примерно на порядок.

Эти жесткие требования отчасти смягчаются при использовании высокоточных спектральных методов численного интегрирования уравнений Навье-Стокса,  которые часто используются для DNS. Однако эти методы неприменимы к расчету течений со сложной геометрией. Указанные обстоятельства приводят к тому,  что на практике DNS применяется только для расчета простых турбулентных течений при низких  (порядка единиц на 
[image: image1089.wmf]3

10

 и ниже) числах Рейнольдса. При этом основной задачей расчета является не собственно получение данных о характеристиках осредненного течения (они, как правило, известны), а получение детальной информации о структуре турбулентности,  а также вычисление отдельных членов, входящих в те или иные модели турбулентности. Очевидно, что в ближайшей перспективе применение прямого численного моделирования для решения прикладных задач не возможно.

Метод моделирования крупных вихрей (LES) Подход LES  сформировался в начале 80-х годов.  Идея LES  состоит в том, что в отличие от  «глобального» осреднения уравнений Навье-Стокса производится их «фильтрация» только от коротковолновых (с длинами волн порядка и меньше размеров используемой расчетной сетки) турбулентных неоднородностей.

При этом процедура фильтрации произвольной функции f состоит в ее умножении на функцию “фильтра”, имеющую некоторый характерный линейный масштаб 
[image: image1090.wmf]D

, и в последующем интегрировании полученного произведения по всему рассматриваемому объему V. Таким образом, отфильтрованные и актуальные значения функции f определяются выражениями:
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Где 
[image: image1092.wmf])
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 -  функция фильтра, r –  координата рассматриваемой точки потока, f - актуальное значение функции, а 
[image: image1093.wmf]f

 , 
[image: image1094.wmf]f

¢

 - ее отфильтрованное и пульсационное значения соответственно.
После замены основных переменных в уравнения Навье-Стокса на сумму

соответствующих отфильтрованных и пульсационных величин и применения операции фильтрации к полученным уравнениям получается система уравнений сходная по виду с уравнениями Рейнольдса. Однако физическое содержание этих двух систем совершенно разное. Опуская детали,  отметим лишь, что процедура фильтрации по существу равносильна осреднению функции f по объемам с характерным размером 
[image: image1095.wmf]3
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, в результате чего вся информация о турбулентных структурах с размерами меньшими 
[image: image1096.wmf]D

 (то есть о пульсационных или подсеточных составляющих 
[image: image1097.wmf]f

¢

) теряется,  а длинноволновые структуры (отфильтрованные составляющие 
[image: image1098.wmf]f

) практически не искажаются.
При этом влияние отфильтрованных («подсеточных») структур на длинноволновые структуры турбулентного потока,  разрешаемые в рамках LES «точно»,  описывается с помощью полуэмпирических моделей, которые аналогичны по своей сути традиционным моделям (эти модели называются подсеточными). Принципиальное преимущество LES  состоит в том,  что,  благодаря относительной однородности и изотропности мелкомасштабной турбулентности описание ее характеристик при помощи подсеточной модели оказывается гораздо более точным, чем моделирование всего спектра турбулентных пульсаций.  Основной причиной этого является то, что крупные структуры часто оказываются недостаточно случайными, в этом случае не до конца оправданным является использование статистических моментов для описания их свойств, а именно эти величины моделируются в рамках таких подходов. Естественной платой за указанные важные преимущества LES  является значительное увеличение вычислительных затрат,  связанное с необходимостью,  как и в случае DNS,  проведения трехмерных нестационарных расчетов на достаточно мелких сетках даже в тех случаях,  когда представляющее непосредственный интерес для практики осредненное течение является двумерным и стационарным. С другой стороны, по понятным причинам  (мелкомасштабная часть спектра моделируется,  а не рассчитывается  “точно”)  вычислительные ресурсы необходимые для реализации LES оказываются намного меньшими, чем для DNS. В последнее время получил распространение подход MILES.  В этом подходе подсеточная модель не используется, а ее «диссипативные» функции выполняет сеточная диссипация. Соответственно, этот подход требует тщательного подбора расчетных сеток и используемых схем.
Применение уравнений Рейнольдса, замкнутых при помощи моделей турбулентности (RANS).

Система уравнений Рейнольдса может быть получена путем осреднения по времени нестационарных трехмерных уравнений Навье-Стокса.  При этом подразумевается,  что временной интервал, по которому производится осреднение, намного больше характерных временных масштабов турбулентности, с одной стороны, и намного меньше характерного макро масштаба времени рассматриваемого течения, с другой. Эта система является незамкнутой, поскольку в нее входит неизвестный тензор так называемых рейнольдсовых напряжений 
[image: image1099.wmf]j
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 В силу симметричности этого тензора,  неизвестными являются только шесть его компонент.  Для замыкания системы уравнений Рейнольдса необходимо определить связь между тензором рейнольдсовых напряжений и параметрами осредненного течения.  Эта связь называется модель турбулентности. Огромный опыт,  накопленный при эксплуатации полуэмпирических моделей турбулентности,  привел к ясному осознанию того,  что надежды на создание универсальной модели турбулентности пригодной для расчета всех или, по крайней мере, большинства турбулентных течений,  казавшиеся вполне реальными еще в 70-80-х годах прошлого века,  едва ли осуществимы.  Это,  в свою очередь,  привело к значительному смещению акцентов в исследованиях, посвященных моделированию турбулентности. Так, все больше внимания стало уделяться альтернативным  (не использующим RANS) подходам, однако, в силу исключительной вычислительной трудоемкости этих подходов, основным инструментом для расчета сложных турбулентных течений,  представляющих практический интерес, по-прежнему остается Полуэмпирическая Теория Турбулентности (ПТТ).

Следует отметить, что в рамках этого подхода уравнения Рейнольдса могут решаться в двумерной или трехмерной постановках, стационарными или нестационарными. Кроме того, в некоторых задачах могут быть использованы упрощенные уравнения: приближение пограничного слоя, приближение узкого канала, параболизованные уравнения.  Выбор системы уравнений зависит от рассматриваемой задачи и должен соответствовать рассматриваемому типу течения (примеры: пограничный слой, канал, струя, цилиндр). 


В частности,  иногда изначально двумерные задачи решаются в трехмерной нестационарной постановке  (такой подход в западной литературе называется URANS). При этом наиболее крупные когерентные структуры оказываются разрешенными и характер решения напоминает LES. Однако в силу отсутствия достаточного обоснования этот подход в настоящее время оценивается неоднозначно.
5.3 Уравнения Рейнольдса для компоненты скорости, температуры и концентрации.

Возьмем уравнения Навье-Стокса
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[image: image1101.wmf]0

=

¶

¶

k

k

x

u
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Метод осреднения Рейнольдса заключается в замене случайно изменяющихся характеристик потока (скорость, давление, плотность) суммами осреднённых и пульсационных составляющих.
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Эти осреднения имеют некоторые свойства:

1) Если мы будем осреднять осреднюю величину 
[image: image1104.wmf]i

U

 то все равно получим среднюю.

2) Средняя от пульсационной компоненты 
[image: image1105.wmf]i
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 равняется нулю

Используя уравнения неразрывности (2), напишем уравнения (1) в таком виде
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[image: image1107.wmf]k
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подставим (3) в (1)
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[image: image1110.wmf]2
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(4)

Осредняем последнее уравнение и используя свойство осреднения получим
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Возьмем уравнение для температуры и поделаем тоже самое, что сделали для компоненты скорости
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[image: image1114.wmf]t
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[image: image1116.wmf])
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Последнее уравнение перепишем в таком виде

[image: image1117.wmf]2
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Осредняя последнее уравнение и используя свойство осреднения получим 
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А для уравнения концентрации и поделаем тоже самое, что сделали для компоненты скорости и температуры
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Последнее уравнение перепишем в таком виде
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Осредняя последнее уравнение и используя свойство осреднения получим что 


[image: image1124.wmf]k

i

k

k

i

x

u

c

x

C

a

x

U

C

t

C

¶

¢

¢

¶

-

¶

¶

=

¶

¶

+

¶

¶

2

2


5.4 Уравнения для Рейнольдсовых напряжений скорости.

Для вывода уравнения для Рейнольдсовых напряжений скорости надо будет взять уравнения (4) и (5) с главы 5.3
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(2)

Отнимая уравнение (1) с уравнения (2), мы получим
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(4)

Теперь умножим уравнение (3) * 
[image: image1129.wmf]j
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 , а уравнение (4)* 
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 и сложим результат
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Используя простейшие преобразование

[image: image1132.wmf]k

k

i

j

k

i

k

j

k

k

i

j

x

u

U

u

x

U

u

u

x

u

U

u

¶

¢

¶

¢

+

¶

¶

¢

¢

=

¶

¢

¶

¢




[image: image1133.wmf]0

=

¶

¢

¶

k

k

x

u



[image: image1134.wmf]k
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Подставив все эти выражения в уравнения получим, вот такой результат
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Осредняем последнее уравнение и используя свойство осреднения получим такой результат

[image: image1143.wmf]k

j

k

i

k

j

i

k

k

j

i

k

i

i

j

k

i

k

j

j

j

i

k

j

j

k

i

j

i

k

j

j

i

x

u

x

u

x

u

u

x

u

u

u

x

u

x

u

p

x

p

u

x

p

u

x

u

u

U

x

U

u

u

x

U

u

u

t

u

u

¶

¢

¶

¶

¢

¶

-

¶

¢

¢

¶

+

¶

¢

¢

¢

¶

-

=

¶

¢

¶

-

¶

¢

¶

¢

-

-

¶

¢

¢

¶

+

¶

¢

¢

¶

+

¶

¢

¢

¶

+

¶

¶

¢

¢

+

¶

¶

¢

¢

+

¶

¢

¢

¶

n

n

2

)

(

2

2


Перепишем последнее уравнение в таком виде
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В последнем уравнении все члены имеют физический смысл. Первый член отвечает за изменения Рейнольдсовых сил по времени, второй - изменения по пространству, третий и четвертый члены - силы генерации, пятый член – силы, которые взаймосвязывают скорость и давления; шестой член - турбулентная диффузия, седьмой - диссипация.
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